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Résumg. On étudie la statistique de la valeur en 1 de la fonctlode carg syn€trique d'une
forme primitive en calculant ses moments positifs egatifs. On en eduit des propatés de la
répartition de ces valeurs.

Abstract. We study the statistic of the value at 1 of thefunction of the symmetric square
of a primitive form computing its postive and negative moments. We deduce properties of the
distribution of these values.
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1 Introduction

Soitk un réel, 0< « < 1 et I'ensemble des entiers sans facteur eafrde
plus petit facteur premiep1(N) > N*. On étudie dans cet article la variable
aléatoire qui associa une formef de I'ensemblef (N) des formes primitives
de niveauN la valeur en 1 de la fonctioh assocte au cae’symetrique def,
soit
L(synt,1): H(N) — R
[ = L(syntf,1)

lorsqueN parcourt\’. On montre que ces variablesatoires admettent une
variable affatoire limiteL (synt, 1), dont on calcule les moments dans le

Theoréme A Soitrn > 1 un entier. Soit

L(synff, 1)" L.

feH(N)

M,(N) = ———
M =Hw

Alors, lorsqueN parcourt\V il existe un el M, tel que

lim M,(N)=M,.
N—o0
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On d&finit pour toutb € N” I'ensemble
by---b; 2
&) =1deN"Nd|(———— b)) . 1<i<n—1
dy---dia
puis pour tout- > 1 entier

m,(r) = Z Z 1.

beN" de&,(b)
detb=r detd=detb

On a alors

p1 N M ()
My=¢@" )y =

r
r=1

La variable aatoireL (synt, 1) admet lorsqueV parcourt/\" une variable ad-
atoire limite L(syn¥, 1), dont le moment d’ordre — 1 estM,,. En particulier,
I'espérance del(synt, 1), est

E[L(synf, Dool = £(2)?

et sa variance

(2¢(3)
£(6)

Dans ceehon@, et dans toute la suit@®, est I'ensemble des nombres pre-
miers et les lettres grasses telles aueB, y, b, d... désignent des vecteurs.
Leurs coordoneés seront nuaroges en indice, ain®t = (a1, ..., o). Le
déterminant — na’'det — d'un vecteur est le produit de ses coord@snainsi
dete = «; --- ;. La trace — naé tr — d’'un vecteur @igne la somme de ses
coordonmes, ainsi te = o1 + --- + «,. Le produit de deux vecteurs est le
vecteur de rafne dimension obtenu en multipliant entre elles les coorglesn”
de méme indice, ainskf = (a184, ..., o, B.). Enfin, on a fait les conventions
NO = {1}, &(b) = {1} etdy - - -dp = 1.

La preuve utilise crucialement le fait, proaipar Gelbart et Jacquet, que la
fonction L(synt f, s) est la fonctionZ d’une forme automorphe déL; et la
théorie de la convolution de Rankin-Selberg pour ce groupe. Par des techniques
dérivées du grand crible et utibes par Luo et Kowalski-Michel on exprime
L(synt f, 1) comme un polyoine de Dirichlet court en moyenne. Gssultat est
analogue et &t inspig par les travaux de Luo [9] dans le cas des formes de
Maal’ pouSL(2, Z). En particulier, les moments sont leemés. On obtient un
encadrement plus ecis des moments que celui obtenu par Luo dans le

Var[L(synt, 1)5] = ;(2)4[ 1] ~ 6,908

Theoreme B Pour tout entiemm > 2on a

InM, =3nininn + O0().
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En fait, ces technigues permettegialement le calcul (insgrpar un travail
ultérieur de Luo [10]) des momentggatifs.

Theoréeme C Soitn > 1 un entier. On éfinit pour toutr > 1 entier

mo,(r) = Y mlabicr) - plapbuc)p®y) - pby) YL

a, b, ceN" de&, (ab)
detab?c3=r detab=detd

Le moment edatif d’ordre—n — 1 de L(synt, 1),, est done’par

1+oo

m_u(r)
M_, = :
(@2 ; r

RemarqueAvec la conventior£y(1) = {1}, ce tléoEeme reste valable pour=
0. Voir la Remarque 2.

Enfin, soitg un nombre premier, on consitE L (synt, 1), la variable
aléatoire obtenue de(synt, 1) par division par ley-ieme facteur eulerien (voir
Sect. 2.2) et on prouve lesultat d'iné&gpendance

Proposition A Soit ¢ un nombre premier. Les variablesealfoires limites,
lorsqueN parcourt V' en restant premiea ¢, des variables aatoires
Mg): H(N) - R
fo= )

et L@ (synt, 1) sont indpendantes.

On rappelle que deux variablegatoires sont inependantes lorsque la fonction
de distribution cumulative du couple qu’elles forment est le produit des fonctions
de distribution cumulative de chacune d’elles.

RemerciementsJe remercie les Professeurs P. MichdEeFouvry pour leurs conseils et encou-
ragements. Je remercie aussi R. De La@&rké pour les nombreuses discussiargbques que
nous avons eues.

2 Cadre
2.1 Formes primitives

Soit N un entier strictement positif é un entier pair strictement positif. On
note S(N) I'espace hermitien des formes paraboliques de pbiesde niveau
N muni du produit scalaire de Petersson

— ,dxd
(ro=[ szt (fgesm)
Do(N) y
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ou Do(N) est un domaine fondamental du quotiargauche dé{ U Q U {co}
parIo(N) pour I'action homographique (voir par exemple [6, Sects. 2.7 et 3.3]).

Pour tout entier strictement positifon noteT,, le n-ieme optateur de Hecke
(voir par exemple [6, ch. 6])efini par

T,:S(N) —> S(N)

OnnoteH (N) I'ensemble des formes primitives de poidst de niveawv. C’est
une base de I'espace des formes nouvelles par rappode poidsk et de niveau
N.lln'y adonc qu'un nombre fini de formes primitives de poidst de niveau
N. On noter la fonction nombre de diviseurs. On a alors

tH(N) = kl—zlz//"ew(zv) + O(NY223(N))

avec une constante absolue. Pour uaénition de"" et une preuve de ce
résultat, on peut se reportef11, Sect. 5]. Il nous suffit de savoir que Méiest
sans facteur cagralorsy"¥(N) = ¢(N) avecy la fonction d’Euler. Sif est
primitive de niveauV, alors pour tout entiet (méme non premiea N) elle est
vecteur propre d&, et on a

T.f =Ap(mn* D2 (f € H(N), n € N¥),

Les valeursis(n) sont relgées entre elles par une relation de multiplicagivit”
Pour tousn etn on a

NOYROEEY x&%) .

d|(m,n)
d,N)=1

On a la majoration de Deligne
|Af(m)| < T(m).
Pourp premier ne divisant pa¥, on a en particulier

Ar(p) =2Near(p)

aveclas(p)| = 1.
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2.2 FonctionL de car® syngtrique

Soit N un entier strictement positif sans facteur eaica fonctionZ de carg
symétrique d’'une formef € H(N) est d&finie pouries > 1 par

+o00
L(syntf,s) =¢™(2) ) ap(rAr™

r=1

avec
+00

N —
M) = Z rs.
r=1

(r,N)=1

Pourfe(s) > 1, la fonctionL(synt £, s) admet le éveloppement en produit
eulerien

L(syntf,s) =[] L(synf f.9)

peP

ou L(synj, f, s) est cfini par
[1—ar(p)?p 1 1 —ar(p)?p 1 ' A= p*) tsi(p.N) =1
et
(1—p~tp~)tsiplN.
On dé&finit

ot = () () ()

LafonctionLZ (syn%, £, s)L(Synt f, s) estentére (ceci se prouve gce aux travaux
de Rankin et Shimura : Shimura a preugueL (synt £, s) a un prolongement
holomorphe sauf en uaventuel ple ens = 0 [12, theorem 1, theorem 2].
Mais, Rankin a prougque la fonctiog ¥ (s) L(synf £, s) est néromorphe avec
comme seul ple s = 1. Ainsi, L(syn? f, s) est holomorphe aussi en= 0).
Gréace aux travaux de Li[8, Sect. 4], on sait qu’ekgifie I'equation fonctionnelle
valable surC donrée par

L(synt, f, s)L(synf f,s) = (N®) 2L (synt f, 1 — s)L(Synf £, 1 — s).
La définition deL(synt £, s) permet d’avoir le dveloppement enesie de
Dirichlet deL(synt £, s) pours tel quefes > 1. Si

pr =D AE?

m2e=r
(m,N)=1
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alors

+o00
L(Syr‘r‘Ff, s) = Z p}“(r)rﬂ.

r=1

Pour tout entien > 0 et tout vecteub € N”, on dEfinit I'ensemble
by---b;

dy---dia
avec les conventior® = {1}, &1(b) = {1}, (1) = {1} etd;---dp = 1.On a
alors

2
gn(b):{dGan,dll( ,bi+1) s lflffl—l}

+00
L(syntf,s)" = Zp;ﬂ)(r)rﬂ-
r=1

avec
by---b, \2
+
= Y 3 kf[(_dmdn»
abeN" de&, (b) 1 n—1
deta?b=r (d1,N)=--=(dn,N)=1

(a1, N)=--=(ap,N)=1

Enfin, par comparaison deswEloppements euleriens pour teuel quedies >
1,ona

+o0
Lsyntf, )™ =Y p; ()r™
r=1

avecp, (r) défini par

pj?(r’)pj?(r”) sir=r'r", FIN®, ¢",N) =1

et
w(ryr—t Sir|N*®;
w(abe)u(b)rs(a?h?)  si(r, N) = 1 etr = ab?c® avecu(abe) # 0 ;
0 Si(r, N) = 1 etr a un facteur bicaa’

On a alors, pour tout > 0 entier

+00
L(syntf,s)™" =Y oy " (r)r™"
r=1

avec, si(r, N) = 1, la dfinition

pi )= Y plasbicy) - planbaca)in(by) - u(by)

a,b,ceN"
detab?c3=r

ai---apyby---b,\?
A )
. Z f|:< dl"'dnfl ):|

deé&, (ab)
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Pour toutr et toute > 0, p}i")(r) <« rf avec une constantegéndant de etn.
Enfin, gidce aux travaux de Golfeld, Hoffstein et Lieman [3] on a

L(syntf, 1) + L(synff, 1)~ < In(kN) 1)
et d’'apes le Lemme 2.5 de [5] on a, poyire H(N) I"egalig
L(syntf, 1) = 2% 7k ()= IN~L( £, £).

3 La variable aléatoire L(synt, 1)
3.1 Préliminaires probabilistes

Les notions de probabiés récéssairesa’ce peliminaire sont, par exemple,
donrges dans [1]. Soiv un entier sans facteur catrOn considre la mesure
définie pour toute partid de H(N) par

Py(A) = A
gH(N)
On étudie la variable altoire
L(synt,1): H(N) — R
f = L(syntf,1).

Lafonction de epartition cumulative ass@®a cette variable aktoire estdfinie
pour tout Eelx par

1
Ry(x) = ——

= 1jH(N)m{f € H(N); L(synff, 1) < x}-

Les moments de la variable(synt, 1) sont dones pout tout entiex par

L(synff, 1)" L.

feH(N)

My(N) = ———
M =Hw

On a, pour touteela > 0 et tout entier positif: I'in‘egali€ de Markov

L f e HW): Lyl f D) = o) < Mt

gH(N) a @

Notre but est de montrer qu'il existe une fonction deartition cumulative
R qui soit limite faible des fonction®&, lorsqueN parcourt 'ensembld/. On
dit que Ry converge faiblement ve® lorsqu’on a

lim Ry(x) = R(x)
N—o0
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en tout point de continuwgtx de R. On rappelle que toute fonction croissante,
continuea droite de limite nulle er-oco et 1 erH-oco est la fonction degpartition
cumulative d’une variable aditoire. On notera(synt, 1), la variable a#atoire
de fonction de epartition cumulativer et de mesure de probabdit;. Les mo-
ments de cette variable sont lexls

M, =/x’1_1du.
R

Pour prouver I'existence dB on utilisera le crigre done par le

Lemme 1 Soit(Ry)y une suite de fonctions departition cumulative de mo-
ments(M,, y)y. On suppose qu'il existe une suit¥,), telle queM, y — M,
lorsqueN — oo. On suppose que laesge

+00
Z Mn'—i-l (lt)n
=0 n.
a un rayon de convergence non nul. Alors il existe une fonctioregartition
cumulativeRr telle qu’en tout point de contintc de R on a

lim Ry(x) = R(x).
N—o0

D’autre part la suite(M,,), est la suite des moments fle

Remarque 1Ce lemme esulte du crigre d’unique dfermination des fonctions
de @partition cumulative par leurs moments (voir [1ed€me 30.1]), et du
théoeme de Helly (voir [1, corollaire du @oEme 25.10]).

3.2 Moments

3.2.1 Calculs On calcule les moments positifs eteggtifs de la variable
aléatoireL (synt, 1). Dans toute la suite, on consigt' des formes primitives de
poidsfixé et de niveau variable. En particulier, les majorations peuvep¢ddre

du poids sans que cela soit ind&@Wn aura besoin de la formule de trace suivante
duea lwaniec, Luo et Sarnak [5, Corollary 2.10]./ietn sont deux entiers, on
posed(m,n) = 1 sim = n et 0 sinon.

Proposition 1 Soit N un entier sans facteur cagrétm etn des entiers tels que
(m, N) = 1et(n, N>|N alors

LH(N) L(syntf.1)

SeH(N)

lefs(m’ n) + 0<N_1/2r4(N)8(m, n)

o+ )4, N) 2R N (N) " e3((m, ) In(@mn ) ).
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Remarque 2En choisissantn = n = 1, cette proposition donne le moment
d’ordre —1 de L(synt, 1) sans condition sur le plus petit facteur premier du
niveau.

Pour tous entiers > 1 etn > 0, on dEfinit les entiers

myr)= > > 1

a,beN"  de&,(b)
deta2b=r detd=detb

et

mo(ry= Y plabic))- - plabpe)n(by) -+ uby) Yy L

a, b, ceN" deé&, (ab)
detab?c3=r detab=detd

On pose ensuite
+00

1 M4y (I")
My, = :
T L@ X_; r
Remarque 3Sin > 0,o0n a
400 +00
m, (r) n m,(r)
> ="y
r r
r=1 r=1
avec
ma(ry= Y > 1
beN" de&,(b)
detb=r detd=r
On aalorsle

Theoreme 1 Pour toutn € Z, tout entierN > 2 sans facteur cae’et tout gel

1
0<8<m0na

1 L(synff, )" = M,,1+ O<N_£ + all )
p— s == n+1 :
BH(N) S, p1(N)

La constante implige€ parO dépend de etn.

On énonce plusieurs lemmes domadule la preuve du doEme. Sinp > 0 est
un paranetre fixé suffisament petit, onedinit 'ensembleH * (N; n) par

{f € HN); L(syntf,s) #0, Vs = o +it, 0 > 1—n, |t| < In®N}

puis le compgmentaireH ~(N; n) = H(N)— H™(N; n). On ale lemme suivant
dd a Luo dans le cas des formes de Maal3 de niveawaXKetvalski-Michel [7,
ThéoEme 1] dans le casegéral
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Lemme 2 ([9], Lemmal)ll existeb > 0O tel que pour tousV > 2 sans facteur

carreet0 < n < 100 on a la majoration

tH™(N:n) < N
ou la constante de majoration nepénd que deg.
Si0 < «a < 1 estun paraetie fixé et six = N* on dfinit

" (x )-Z

r=1

(i")( )

exp(—r/x).

Onaalorsle

Lemme 3 Pour tout entierN > 2 sans facteur cae’et tout entien > 1; pour
tous Belse etn, 0 < ¢, < 100 etx = N* avecO < o < 1; pour toute forme
feH"(N;n)ona

L(synt £, D* = of™ (x) + O(N*x7"/?),
La constante impligeé parO dépend de, n, o etn.

Preuve. Siy estle cheminrelianttioo, 1—i In* N, -4 —iIn* N, —1+iIn* N,
1+ilIn? N et 14 ioco ona pours € y la majoration

L(syntf,s + D)* « N°
gracea [9, Lemma2] et [10, Lemma6]. En remarquant eué” (x) s'écrit
1
o™ (x) = > L(syntf, s + 1)* I'(s)x* ds
LT

(€]

on conclut par le thbEeme desesidus le long du contouretimité pary et la
droiteMe(s) = 1 et la majoration de Stirling. O

On déduit ensuite de la Proposition 1 le

Lemme 4 Pour tout entier sans facteur carN > 1 et tous entiers: > 1,
(r, N) =1etn > 0, pour tout €ele > 0ona

P ()

1
4H(N) fe;w) Lsyntf. 1)~ £(2)

My (I") 4 O(N_1/2+8r1/2+8).

La constante implige€ parO dépend de: ete.

On a aussile
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Lemme 5 Pour tout entier sans facteur caV > 2 et tout entiem > 1; pour
tous Belse > 0et0 < o < 1/10, six = N¥, ona

1 5 of@ 1 Zmin(r)
tH(N) Lsymf,D) ¢ ~ r

feH(N)
+0 (Ns (—l + xl/8>>-
Pi(N)

La constante impligeé parO dépend dex, ¢ etn.

Preuve.On a
3 o) f Xpr/x) 3~ )
feH(N) L(Syn'?f, b= d FeH(N) L(syntf, 1)

La contribution des non premier& N est majoee par

exp(— pr/x) P (rp) G
ZZ 2 Ty SHW

pIN r=1 feH(N)

Le Lemme4 donne alors

1 5 of () 1 5 exp(—r/x)

BHIN) | 4= LYMA D)~ (@) 4, an )
NS
+0 N71/2+€ l/2+ —)
( T

On réingre lesr non premiera N carm., (r) < r¢ et on termine gacea

= exp(—r/x) = Mty (1) -
Do ma() =) ——+ 00

r=1 r=1

qui résulte de ce que,(r) = 0 s'il existe un nhombre premigr||r. O

On a alors, gucea (1) et au Lemme 2

- Y Lsyntf, H*

gH(N) Pty
1 L(synt f, 1=** byte—
— + 0 N n+e—1
gH(N) Z L(syn¥f, 1) ( )

feH*(N:n)
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puis, gece au Lemme 3

I RTINS N sl
Lsyntf, )™ = ——— —_—
SHON) | 4 SHN) | A= Ly, 1)

+O(NS(N""7H 4 x777%)).

Gracead la majorationw|™*"(x) « N¢ on peut gintroduire les formes de
H~(N; n). On obtient alors gi€e au Lemme5

1 1 X ()
L(syntf, 1)*" =
tH(N) fEHZ(N) <;<2>; r

1
+0 (N[ NP /7 4 >)
( ( p1(N)

On a ainsi proug’le TréoEeme 1.

3.2.2 Expression combinatoire des moments posifsitz > 1. La fonction

r — m,(r) est multiplicative. Le momen¥, est donc dtermir€ par les coeffi-
cientsin, (p'). On ranene létude de ces coefficierdsin probfme combinatoire
gracea la €criture de la dfinition dem, (p') dans le

Lemme 6 Soitn e N,n > 1, p € Peti ¢ N. Onam, (p') =

BeN §eN1,;
f trg=1tréd =i,
Se<2min(Br+---+Br—81— - —8-1,Pi+1), 1<l <n-1

De plus,m1(p') = 8(i, 0).
En particulierjn, (p') ne dEpend pas dg et on dfinit

my; = n?n (Pl)
de sorte que
+o00 '
Mn = C(Z)n_l 1_[ Zmn,ip_l- (3)
peP i=0

On déduit du Lemme 6 une majoration des coefficients donrée dans le

Lemme 7 Soitn > 2 eti > 0des entiers. On a

Mai < Y 2B+ 1) (28, + D).

BeN"
tr =i
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Preuve. Il suffit de remarquer que, pourtoutd £ <n—10ona0< §;, < 2B,41.
llyadonc(282+ 1) --- (28, + 1) choix possibles de vecteuss O

Remarque 4Pour ne pas briser la syfrie du Ole des coordoregs deg on
utilisera plutt la majoration (impligeé par le lemme)

My < § 21+ 1D --- (2B, + D). (4)
BeN"
tr B=i

Cette majoration demeure pour= 1.

On obtient aussi une minoration dans le

Lemme 8 Il existe une entiel, tel que pour tout entien > iy et tout entier
io<i<nonam,; > Ci3l+oa/ Vol

Preuve. Soit0 < i < n.Dans lavaleur de:, ; donrée au Lemme 6, on regroupe
les vecteurg8 en sous-ensembles @eayant exactemerit coordonmes nulles
pour tout entiek. Gracea la condition sur tB, on peut se restreindeer’— i <

k < n — 1. On obtient ainsi une partition de I'ensemble geécet ensemble
étant la projection suN" de I'ensemble efinissantm, ;) en sous-ensembles
notésé(n, i; k). A chaque vecteys de&(n, i; k) on associe I'ensembl&(B, i)
des vecteurs assocdésa 8 ainsi que le vecteys de&(n — k, i; 0) forméa partir
de B8 en supprimant toutes les coorde®s nulles. Chaque coord@ap, nulle
impose une coordom@s,_; nulle (etf; = 0 imposes; = 0), ainsi,F(B; i) est
en bijection avec¥(B; i). Pour tout entier, on notem;; le cardinal de

Be(N—{0),8eN;

:31+ +:3r—l
Se<2min(Br+ -+ Py —61—--- =081, P+1), L <L <r -1
1+ +61=1i

On a alors
n—1 i
k
m,; = Z Comy, ;= ZC;m
k=n—i r=1
Par positivig, on a

my ; > Cl (5)

Onminore maintenamt; ;. Le seul vecteug intervenantdans le calcul de; est
le vecteur dont toutes Ies coord@®s sont 1. Onerifie de plus que la condition
sur tré et la condition

O<é1<2min(Br+---+Bic1—81— -+ —8i—2, Bi)
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imposents;_; = 2. Pour tout vecteus et tout entierZ on notes, = £ — §; —
-+ —8y_1. Il nous faut donc trouvety, ..., §; _» tels ques; 1 = 1 et

0<68 <2min(s;, 1), 1<e<i-—2 (6)

On a toujourss, € {0, 1, 2}. Les coordonaéss, = O interviennent«po-
sitivements, les coordonaéss, = 1 interviennenk de fecon neutres, et les
coordonm®ess, = 2 interviennenk negativemeng au sens ol'on a les impli-
cations

6, =0 = ser1 =8¢+ 1
=1 = Ser1 =S¢
8 =2 = Ser1 =8¢ — 1.

On d&finit &; comme le plus petit entier sagéura /i et I'entier j tel que
(Bj+2)¢ <i—2=<(3j +5)¢. On place les coordomes de§ sur un axe et
on résume la fin de lag@honstration sur le sema suivant.

1 &; 4, (3] +2)¢ -2
[ ] ] ] ]
[ ] ] ] ]

&; coordonmes= 0
&; coordonees= 1
&; coordonees= 2

tous nuls

On choisitéy = --- = 6, = 0. On a alorss,;+1 = & + 1. Puis, parmi
8¢, 41, - - -, 84, ON fixee; coordonmesegalesa’0,¢; coordoneesegalesa’l ete;
coordonmessgalesa2. La condition (6) est ainsi satisfaite pour ces cooréesn’
On asge;+1 = & + 1. On fix€da, 41, . . . , 87, de la n€me faon puis on epete le
processus jusqa‘avoir fixe s, . .., 83j+1,. Onaalors; ie+1 = & +1.0n
a alorsa choisiri —2 — (3 + 1)g; coordonres dont la somme est- 2 — 3j¢;.
On choisit alors:; coordonmeesegalesa’2 et les — 2 — (35 + 2)¢; restantes
égalesa’l. On a ainsi construiCs, Cs. )/ vecteurss satisfaisants. Or d'aps'la
formule de Stirling on a

. 33%i 1
S e)

T & E;

d’otim}, > 3MHOWVII | e résultat du lemme s’obtient alorsagréa la mino-
ration (5). O

3.2.3 EncadrementLa majoration (4) de:, ; donne la majoration suivante des
moments

Proposition 2 Pour tout entiem > 2onaln M, < 3nininn + On).
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Preuve. On déduit de (4) la majoration

+OO
i=2

@D O+
—ZE: : -

. IB)‘l
i=2 BeN" p
tr B=i

D’autre partym, ; = 0 d’ou

i‘imn,i - (fZﬁ—Fl)n_S_n.

= p

On d&duit de (3) la majoration

" 1+p 3n
“alnLlpﬁ%_?]

On conclut gatea

a+ p_l)n 3 0
l_[ T —1von < (In I’l) "e”
oy L= p7H?
et
A+pH"  3n n? "
i =5 - o() -
p>n p>n

Le Lemme 8 donne alors la minoration des moments suivante.

Proposition 3 Pour tout entiem > 2 on aM, > (Inn)3e%™.

Preuve. Grace au Lemme 8 on a, pourassez grand,

M, > 1_[ <1+ ic_§3i(1+0(1/ﬁ)))

p<n i=i0p

Lo ] (105203
p</n i=ig

om E)ﬂ

=3 () (1
p=vn

d’otl M, > (Inn)® %™, o
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3.3 Distribution

Soit I et Z des applications d&/ dansR™. L'inegali® de Markov (2) pour la
variableL (synf, 1) donne pour tout entier positif

1 X MnJrl(N)
T € HV: L(synff,1) > I(N)} < ST

Cette n&€me irégali€ de Markov appligeéa la variableL (synt, 1)~* donne

1 n
ﬁH(N)tt{f € H(N) ; L(syntf,1) < Z(N)} < M_,,1(N)Z(N)

Soit encore

8(f € HIN) ; L(synff,1) > Z(N)} = 1 — M_,1a(N)Z(N)".

gH(N)
On dduit de ces consadations la

Proposition 4 SoitZ, I : N' — R* des applications. Pour tout entier positif,
on a lorsqueN parcourt A/

l n
ﬁH(N)ﬁ{f e H(N); L(synff, 1) > Z(N)} = 1+ O(Z(N)")

et

1
———#{f e HI(N); L(synff,1) > I(N)} = O(I(N)™").
jo(N){f (N); L(syntf, 1) = I(N)} (1(N™)
La minoration des moments positifs obterada Proposition3 permet de
prouver la

Proposition 5 L'ensemblgL(syntf,1); f € H(N), N € N'} n’est pas bore’

Preuve. On suppose par I'absurde qu'il existe une constahtelle que I'on ait,
pour toutN e N la majorationL(synt f, 1) < C. On obtiendrait alors, pour
tout entiern > 0 la majoration sur les momeni4, ., < C". Cette majoration
contredirait la minoratio/, 1 > (Inn)*'e°™ de la Proposition 3. ]

La majoration des moments positifs de la Proposition 2 permet d’affirmer que
la frie
+00
M,
> oy
n!

n=1

a un rayon de convergence infini.&€ au Lemme 1 onediuit alors la
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Proposition 6 SiN parcourtV, il existe une fonction deepartition cumulative
R telle qu’en tout point de contingtc de R on a,

Wﬁ{f € H(N) ; L(syntf, 1) < x} = R(x).

De plus, pour tout entiett, le moment d’ordrex de cette fonction despartition
cumulative esM,,.

Autrement dit, la variable ektoireL (synt, 1) converge en loi vers une vari-
able akatoireL(synt, 1)..

3.4 Esgrance et variance

L'espérance de la variableeatoire limiteL (synt, 1),, est donee dans la

Proposition 7 L'espérance de la variable @atoire L(synt, 1), est
E[L(synf, 1)oo] = £(2)%.

Preuve. L'espérance d’'une variableedtoire est son premier moment. On prouve
doncM, = ¢(2)%. On a

a(r) = t{(b1, ba) € N?; biby =1, b1b|(b1, b2)?}
_J1 sirestun cam’;
|0 sinon
d’ol M, = ¢£(2)2. o

L'espérance d’'une variableedtoire est la meilleure constante d’approxima-
tion quadratique. L'erreur commise est derrpar la variance.

Proposition 8 La variance de la variable atoire L(synt, 1), est

Var[L(synf, 1)s] = ;(2)4[M — 1] ~ 6,908
¢(6)
Preuve. Il faut montrer
2 1 + p3
p€73'

On commence par calculets,;. Grace au Lemme®6 la valeur des; est le
cardinal de I'ensemble de&g1, 8., B3, 81, 82) € N° satisfaisant aux conditions

Br+ B+ Bz=i (7a)
81 < 2min(By, B2)
82 < 2min(By + B2 — 81, B3) (7b)

81+ 62 =1. (7¢)
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On arécessairemelif = i —283: en effet siB, + B, — 81 # Bz alors la condition
(7b) impliques, + 8, < B1+ B2 + Bz ce qui contredit les conditions (7a) et (7¢) ;
ainsisy = B1 + P2 — Bz = i — 2B3. On dEduit alors de (7¢) qués = 28s. Ainsi
a-t-on
(B1, B2, B3) € N3;
mz; = B+ B2+ Bz=1i
0<i—2B3<2min(B1, B2)

Sim3; estla contributiorams; des triplets(81, B2, B3) tels quep; = B, et si
m3,; est la contributioraims; des triplets(81, B2, B3) tels quep; < B, ona

= <
ms; = mz,; + 2m3’l-.

Ona

- i i—fs3
m3,i=ﬁﬂ3€N;ﬂ3§§, > eN

donc

_ i

Drautre part,

(Br, Bo) € N?;
m3; =493 Bs<pP1< s
B3<3
soit
B i i—p
m3; = Zﬂ[i_ﬂ’T[mN'
B=%
On en @&duit

mszs4 = 2i24+3i+1
M3 g1 = 2i°+i

M3 ai+2 = 2i2 + 5i + 3
ms3 4i43 = 224+ 3i + 1.

On calcule alors

1477 _ L psE®),

={(2
3 é“(){(G)

M3=§(2)2Hm

peP
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3.5 Dépendance avec les valeurs propres de Hecke

Si g est un nombre premier ne divisant p&s on étudie la &pendance de
L(syntf, 1) eti,(q). Pour cela, on va montrer que cetip@ndance n'est due
qu'aug-ieme facteur eulerien de(synt £, s). A cet effet on @finit

Lyt f,s) = [ Lisynf £, 9)

P#q

= L(synt f, s)L(synj f, s) .
SoitX : H(N) — C une application, onefinit M,@(X) par

£(2)

h — - -
My X0 = L(syn?f, 1)

— X(f).
BH(N) S, )

La Proposition 1 permet de val®, comme un opfateur de moyenne puisque
My (D) =1+ O(N~Y2c4()).
Onaalors la

Proposition 9 Soitg un nombre premier, deux entiers> O etn > 0. Lorsque
N parcourtN on a

£(2)

_ > g m ny __
Ly, 1)Lq (synff, )" xrs(g") = 0.

lim ———

N—+oo §H(N)

(N,g)=1 feH(N)
Preuve. On noteg, la fonction caracfistique des entiers premieasg. On
peut voir L@ (synt f, s) comme la fonctiorl. de carg syn®trique de la forme
paraboliquef ® ¢, de poidsk et de niveauNg? (qui n’'est plus sans facteur
caré !). Les coefficients de cette formenifient la majoration de Deligne et
la formule de multiplicativié” de Hecke. Le calcul des moments serit' donc
ligne a ligne dans ce cas (C’eatdire en rempleanti,(n) pare,(n)is(n) et
en ingrant un facteug, lorsque la formule de multiplicatiétintervient). On
obtient alors le mafe Esultat en remptantm,, (r) parm,, ,(r) ou

1
() = —— g,(dethyz{d € &,(b); ¢"detd® = detb?}.
Mo () 3 dem;bzr ,(detb)z] (b); ¢ }

Or pour que la somme soit non vide, il faut que pour chaqueait(q, ;) = 1.
Mais sin # 0, cela implique que I'ensemble intervenant dansdfinition de
m,, ,(r) estvide. On a alors,, ,(r) = 0 et

1 L@ (synt f, 1)
Z S AL

Al (g™ = 0.
N2 P (S, L(syn®f, 1) i




686 E. Royer

On en @&duit la

Proposition 10 Soitg un nombre premier: > Oetrn > 0deux entiers. Lorsque
N parcourt N on a

. ¢ (2
lim Z

Notoo SH(N) A L(syntf, 1)

¢(2)

L(syntf, 1)

LD(syntf, 1)"rs(q)"

— lim — e (g"
N 4o SH(N) /(@)
(N,q)=1 fEH(N)

. 1 ¢(2)
x lim > L@ (synff, D"
Nores EH(N) A L(syntf, 1)

On en &duit en particulier le
Corollaire 1 Soitg un nombre premier. Dans les espaces probabdigiunis
dela moyenn%, les variables aatoires limites, lorsqué&/ parcourt ' en
restant premiea g, des variables aatoires
AMg) : HIN) > R
fo= ()

et L@ (synt, 1) sont ind&pendantes.
Preuve (de la Proposition10Pour tout entier > 0 on a
(@) =D ha(Drp(q)

i=0

avec
n+1

ha (i) =
T
(voir, par exemple, [2, Lemma 3]). Ainsi, &téa la Proposition 9 on obtient

Nlim MEIL@ (synf, 1)’"A(q)”]:hn(0)NIim ML (synf, 1)™].
(N_,;J)rgi (N_,:]-)'—;xlli

g
f cos 6 sin(i + 10 sino do
0

En prenanin = 0 dans cette derareéquation, on obtient
h — H h n
2(0) N'Lfﬂoo My[Ar(q)"]
(N,q)=1
ce qui permet de conclure. O
Remarque 5Les travaux d’lwaniec, Luo et Sarnak, et notamment une formule
a la Eichler-Shimura [5, Proposition2.13] permettent, en reprenana p&s

les calculs du Paragraphe 3.2.1 de remplacer la moyaffh@ar la moyenne
naturelle et ainsi de prouver la proposition anremen introduction.
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