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INTERPRÉTATION COMBINATOIRE DES MOMENTS
NÉGATIFS DES VALEURS DE FONCTIONSL AU BORD

DE LA BANDE CRITIQUE

PAR EMMANUEL ROYER

RÉSUMÉ. – On donne une interprétation combinatoire des moments négatifs de la valeur au bo
bande critique de fonctionsL de formes modulaires deGL(2) etGL(3). On en déduit des renseigneme
sur la taille de ces nombres.
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ABSTRACT. – We give a combinatorial interpretation of the negative moments of the values at the e
the critical strip of theL functions of modular forms ofGL(2) andGL(3). We deduce some results abo
the size of these numbers.

 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Introduction

Les fonctionsL de formes automorphes,L(�,s), constituent un outil puissant d’étud
d’objets algébriques ou géométriques par des méthodes analytiques. Ces méthodes, g
travaux pionniers d’Iwaniec et Sarnak [8] connaissent un développement important.
normalise ces fonctions pour que la bande critique soit0 < �e s < 1, la valeurL(�,1) recèle
des informations de grand interêt. Lorsque� est un caractère de Dirichlet réel de mod
un discriminant fondamental, la relation de Dirichlet permet d’étudier le nombre de c
des corps quadratiques. Elle donne en particulier la minoration de Siegel : sih(D) est le
nombre de classes d’un corps quadratique de discriminant−D < 0, alors pour toutε > 0 on
a D1/2−ε � h(D) � D1/2 lnD. Lorsque� est la carré symétrique d’une forme modula
primitive, la valeurL(�,1) permet d’étudier le degré des paramétrisations modulaires
courbes elliptiques : siE est une courbe elliptique surQ, grâce aux travaux de Wiles, Taylo
Diamond, Conrad et Breuil, on sait associer àE un entierN et une forme modulaire primitivef
de poids2 sur le sous-groupe de congruenceΓ0(N) telle queL(E,s) = L(f, s). Le degré de la
paramétrisation modulaireΦ :X0(N)→E est alors [2],

lndegΦ = lnN + lnL
(
sym2 f,1

)
+ 2h(E) + 2 ln

c

2π

où c est la constante de Manin eth(E) la hauteur de Faltings deE.
Une méthode d’appréhension des valeursL(�,1) est l’étude des moments. Lorsque�

parcourt les caractères de Dirichlet, l’étude des moments positifs a été faite par Barb
Lorsque� parcourt l’ensemble des formes de Maass deSL(2,Z), l’étude des moments positi
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602 E. ROYER

est due à Luo [12]. Dans [13], on a donné une expression des moments négatifs et positifs de
L(sym2 f,1) lorsquef parcourt la base des formes modulaires primitives de poids fixé sur
Γ0(N).
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Les formules obtenues jusqu’à présent étaient compliquées, rendant délicates les esti
Notamment, la présence de la fonction de Möbius dans l’expression des moments négatifs
impossible toute étude fine de ces moments.

L’objet de cet article est de décrire une interprétation nouvelle des valeurs au bord de la
critique des fonctionsL de formes modulaires deGL(2) et des formes deGL(3) associées pa
le carré symétrique, en termes de chemins du réseauZ2.

On donne notre résultat principal. SoitN � 1 un entier sans facteur carré etk � 2 un entier
pair fixé. On noteH(N) l’ensemble des formes primitives de poidsk sur Γ0(N). On note
L(sym2 f, s) la fonctionL du carré symétrique de la forme primitivef . Soit κ > 0 un réel de
]0,1], fixé dans tout l’article ; on définit l’ensembleNκ =N comme l’ensemble des entiersN
sans facteur carré de plus petit facteur premierp1(N) � Nκ. On note enfinP l’ensemble des
nombres premiers. NotonsRn le nombre de chemins de Riordan d’arrivéen, R0 = 1 etR1 = 0.
Un chemin de Riordan d’arrivéen est un chemin reliant(0,0) à (n,0) par des pas(1,0), (1,1) et
(1,−1) et restant sous l’axe des abscisses sauf éventuellement par des doubles pas(1,1), (1,−1)
(voir figure 2).

THÉORÈME A. – Soitn ∈ N et, pourN ∈N ,

M−n(N) =
1

H(N)

∑
f∈H(N)

L
(
sym2 f,1

)−n−1
.

La suite(M−n(N))N∈N admet, lorsqueN tend vers l’infini, une limiteM−n valant

M−n =
1

ζ(2)ζ(3)n
∏
p∈P

�n

(
p

p2 + p+1

)
avec

�n(x) =
n∑
h=0

(−1)h
(
n

h

)
Rhx

h =
4
π

π/2∫
0

[
1 + x(1− 4 sin2 θ)

]n cos2 θ dθ.
Le théorème A résulte de la proposition 11 et du lemme 14.

Remarque. – On donne aussi une expression de�n en termes de fonction hypergéométrique
Gauss :

�n(x) = (1 + x)nF
(
−n, 1

2
,2,

4x
1 + x

)
pour toutn ∈ N et toutx ∈ [0,1/3[. Ce résultat est prouvé au §2.3.

Pour prouver le théorème A, on exprime les moments négatifs deL(sym2 f,1) comme
combinaison linéaire de cardinaux d’ensembles d’entiers. Alors qu’on s’attend à ce
fonction de Möbius complique les calculs, elle permet ici de se ramener au calcul de car
d’ensembles suffisamment simples pour être reliés à des ensembles de chemins deZ2. On peut
alors calculer la série génératrice du nombre de tels chemins en fonction du nombre de c
de Riordan.

Un des intérêts de l’expression combinatoire obtenue est de permettre l’étude de la ta
moments. On obtient le
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COROLLAIRE A. – Pour toutn� 3,
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laires.
rétation
lnM−n = n ln lnn+ n ln
ζ(2)2

+O
lnn

.

Ce corollaire résulte du théorème Avia l’expression de�n(x) comme une intégrale. Cet
intégrale étant évaluée, il suffit d’utiliser les techniques standard d’évaluation des pr
eulériens pour conclure. Dans [13], on obtenait, siMn est la limite des moments positifs d’ord
n− 1, le développement

lnMn = 3n ln lnn+O(n)

en utilisant des arguments de positivité. Par cette méthode, il apparaissait difficile d’obte
terme d’erreur plus précis. Dans le cas des moments négatifs, l’expression combinatoire
de préciser le terme d’erreur.

Goldfeld, Hoffstein & Lieman [3] et Iwaniec [9] ont montré la majoration

L
(
sym2 f,1

)
+L

(
sym2 f,1

)−1 � lnN.

On ne sait pas si cette majoration est optimale. Grâce au corollaire A, on démontre le

COROLLAIRE B. – SoitC > 0. Il existeNC tel que pour toutN ∈ N vérifiantN �NC , il
existef ∈H(N) tel que

1
L(sym2 f,1)

�C.

Remarque. – Une analyse minutieuse des dépendances en tous les paramètres dans le
d’erreurs de [13] permet de remplacer la constanteC du lemme ci-dessus par une foncti
f(N)→+∞. Les résultats seront donnés par ailleurs.

Dans [13], on a prouvé un résultat semblable à celui du corollaire B en remp
L(sym2 f,1)−1 par L(sym2 f,1). Les techniques sont néanmoins radicalement différen
l’expression des moments positifs fait intervenir des séries à termes positifs rend
dénombrement plus accessible (il est aisé de minorer des séries à termes positifs en néglig
termes). Au contraire, l’expression des moments négatifs fait intervenir la fonction de M
Cette fonction, au signe très fluctuant empêche l’utilisation d’arguments de positivité.
cette même fonction rend possible l’interprétation combinatoire. Il est remarquable, car
théorie des nombres, que la fonction de Möbius facilite les calculs. La raison est que le
des moments se ramenant à un décompte de cardinaux d’ensembles, la fonction de Möbi
drastiquement le nombre de cas à étudier (voir la remarque 9). Cette réduction permet not
un calcul informatique nettement plus rapide pour les moments négatifs que pour les m
positifs.

On énonce maintenant l’interprétation combinatoire dans les cas des formes deGL(2). Le
poids harmoniqueωN est un opérateur de moyenne classique en théorie des formes modu
Il est défini au paragraphe 3 en (10). On a, comme pour le carré symétrique une interp
combinatoire de la valeur en1 de la fonctionL(f, s) associée à une formef ∈H(N).

THÉORÈME B. – Soitn ∈ N et, pour toutN ∈N ,

H−n(N) =
∑

f∈H(N)

ωN (f)L(f,1)−n.
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La suite(H−n(N))N∈N admet, lorsqueN tend vers l’infini, une limiteH−n donnée par

ζ(2)n ∏ (
p

)

. En ce
tein &

, §2]. On
lles que
e, ainsi

ées,
ées,

btenu
H−n =
ζ(4)n

p∈P
sn

p2 +1

avec

sn(x) =
n/2∑
h=0

(
n

2h

)
Chx

2h =
2
π

π/2∫
−π/2

(1 + 2x sinθ)n cos2 θ dθ

oùCh = 1
h+1

(
2h
h

)
est le nombre de Catalan d’indiceh.

Le théorème B résulte de la proposition 20 et du lemme 22.

Remarque. – On a l’expression suivante poursn en termes de série hypergéométrique :

sn(x) = (1 + 2x)nF
(
−n, 3

2
,3,

4x
2x+ 1

)
pour toutn ∈ N et toutx ∈ [0,1/2[. Ce résultat est prouvé dans le lemme 23.

On déduit du théorème B le

COROLLAIRE C. – Pour tout entiern� 3,

lnH−n = 2n ln lnn+2n ln
eγ

ζ(2)
+O

(
n

lnn

)
.

Remarque. – Il est implicite dans [5] que, pour toutn ∈ N, on a

lim
N→∞
N∈N

1
ϕ(N)

∑
χ (mod N)

L(χ,1)−n = 1.(1)

En particulier, on ne peut pas déduire de (1) un résultat semblable à celui du corollaire B
sens, l’exploration de la majoration de Siegel est plus subtile que celle de Goldfeld, Hoffs
Lieman et Iwaniec.

1. Cadre

Les résultats nécessaires de la théorie des formes modulaires sont donnés dans [13
ne le répète pas et on utilise les mêmes notations. En particulier les lettres grasses te
α, β, γ, b, d . . . désignent des vecteurs. Leurs coordonnées seront numérotées en indic
α = (α1, . . . , αm). Le déterminant – notédet – d’un vecteur est le produit de ses coordonn
ainsidetα= α1 · · ·αm. La trace – notéetr – d’un vecteur désigne la somme de ses coordonn
ainsitrα = α1+ · · ·+αm. Le produit de deux vecteurs est le vecteur de même dimension o
en multipliant entre elles les coordonnées de même indice, ainsiαβ = (α1β1, . . . , αmβm).
Enfin, siP est une proposition,δ(P) vaut1 ou0 selon queP est vraie ou fausse.
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1.1. Chemins de Motzkin

Soit n � 0. On appelle chemin de Motzkin d’arrivéen un chemin deZ2 reliant les points

e [14,

an

oubles

dan

ns le
(0,0) à (n,0) par des pas de(1,0), (1,1) ou (1,−1) et restant sous l’axe des abscisses.
Le nombre de chemins de Motzkin d’arrivéen est appelé nombre de Motzkin d’indicen et

notémn. En définissant

δi =

−1 si le pas relianti− 1 à i est (1,−1) ;
0 si le pas relianti− 1 à i est(1,0) ;
1 si le pas relianti− 1 à i est (1,1)

on voit que l’entiermn est le nombre de vecteursδ ∈ {−1,0,1}n vérifiant les deux conditions
(1) pour touti ∈ [1, n], δ1 + · · ·+ δi � 0,
(2) δ1 + · · ·+ δn = 0.

Les nombres de Motzkin ont l’agréable propriété d’avoir une série génératrice simpl
ex. 6.37, 6.38] égale à

m(x) =
+∞∑
n=0

mnx
n =

1− x−
√
1− 2x− 3x2

2x2
.

1.2. Chemins de Riordan

DÉFINITION 1. – Soitn ∈ N. On appelle nombre de Riordan d’indicen + 2 l’entier Rn+2

défini comme le nombre de vecteursδ ∈ {−1,0,1}n vérifiant les deux conditions
(1) pour touti ∈ [1, n], δ1 + · · ·+ δi � max(δi,0),
(2) δ1 + · · ·+ δn = 0.

Les nombres de Riordan d’indice0 et 1 sont définis parR0 = 1 etR1 = 0.

Remarque2. – Le nombre de RiordanRn+2 compte le nombre de chemins de Riord
d’arrivéen. Un chemin de Riordan d’arrivéen est un chemin reliant(0,0) à (n,0) par des pas
(1,0), (1,1) et (1,−1) et restant sous l’axe des abscisses sauf éventuellement par des d
pas(1,1), (1,−1). On appellepointedu chemin un tel double pas etabscissede la pointe l’entier
i tel que la pointe reliei à i+2. En particulier, un chemin de Motzkin est un chemin de Rior
sans pointe.

Les nombres de Riordan possèdent eux aussi une série génératrice simple donnée da

Fig. 1. Exemple de chemin de Motzkin.

Fig. 2. Un chemin de Riordan avec deux pointes d’abscisse3 et 12.
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LEMME 3. – La fonction génératrice des nombres de Riordan est

+∞∑ 2

es de

se
ée

duit du

e

R(x) :=
n=0

Rnx
n =

1+ x+
√
1− 2x− 3x2

.

Démonstration. –La démonstration consiste à établir un lien très fort entre les nombr
Riordan et les nombres de Motzkin. On en déduit une relation entre les sériesm etR. On note
Sn =Rn+2 de sorte queSn compte le nombre de chemins de Riordan d’arrivéen. Étant donné
un tel chemin ; soit il n’a pas de pointe et c’est un chemin de Motzkin d’arrivéen, soit il a au
moins une pointe et, sii est le plus petit entier tel quei est l’abscisse d’une pointe, ce chemin
décompose en un chemin de Motzkin d’arrivéei, une pointe et un chemin de Riordan d’arriv
n− i− 2. On a donc

Sn =mn +
n−2∑
i=0

miSn−i−2.

Si S est la série génératrice deSn, on a

+∞∑
n=2

Snx
n =

+∞∑
n=2

mnx
n + x2

+∞∑
i=0

mix
i
+∞∑
n=0

Snx
n

d’où

S(x) =
m(x)

1− x2m(x)
.

On déduit finalement l’expression deR de la relationR(x) = 1+ x2S(x). ✷
L’interprétation des nombres de Riordan en termes de chemins semble nouvelle. On dé

lemme 3 une expression intégrale des nombres de Riordan dans le

LEMME 4. – Pour toutn ∈ N, on a la relation

Rn =
1
π

2∫
0

(
t2 − 1

)n√4− t2 dt.

Démonstration. –On a immédiatement la relation1π
∫ 2

0 (t
2 − 1)n

√
4− t2 dt=O(3n) de sorte

qu’on peut considérer la fonction définie par la série

Q(x) :=
+∞∑
n=0

xn

π

2∫
0

(
t2 − 1

)n√4− t2 dt.

D’après le lemme 3, il suffit alors de vérifier l’égalitéQ(x) =R(x) pour toutx dans un voisinag
de0. Par interversion et calcul de la somme, on obtient pour|x|< 1

3 l’égalité

Q(x) =
1
π

2∫
0

√
4− t2

1+ x− xt2
dt

4e SÉRIE– TOME 36 – 2003 –N◦ 4
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puis, par changement de variablet= 2cosθ puisu= tanθ, on trouve

4
+∞∫

u2

aît le
ngue si

tes
Q(x) =
π(1 + x)

0
(1 + u2)(1−3x

1+x + u2)
du

=
2

1+ x

1−
√
A

1−A
=R(x)

avecA= 1−3x
1+x . ✷

Remarque5. – La démonstration du lemme 4 n’est efficace que parce qu’on conn
résultat. On donne les grandes lignes d’une démonstration plus naturelle mais plus lo
on veut être rigoureux. La fonctionR est holomorphe surC privé des demi-droites]−∞,−1] et
[1/3,+∞[ si on prend pour

√
la détermination principale. De plus,

R(z) =
1
2z

− 1
2z

√
1− 3z
1 + z

.(2)

C’est le fait que1 + z divise1− 2z − 3z2 qui permet cette écriture et le calcul deRn. On note
C(r) le cercle de centreO et de rayonr. Pour toutr < 1/3, on déduit de (2) l’égalité

Rn =− 1
4iπ

∫
C(r)

√
1− 3z
1 + z

dz
zn+2

.

Grâce au théorème des résidus, on remplaceC(r) par un chemin contournant les demi-droi
de coupures, à savoir le chemin constitué d’une composante reliant−∞ + iε, −1 + ε + iε,
−1+ ε− iε puis−∞− iε et d’une composante reliant+∞− iε, 1/3− ε− iε, 1/3− ε+ iε et
+∞+ iε. On pose

A(u, ε) =

√
4 + 3u+ 3iε
−u− iε

, B(u, ε) =

√
−u+ iε

3u+ 4− 3iε
.

En faisant tendreε vers0+, on obtient

Rn =
1
4iπ

+∞∫
0

lim
ε→0+

[
A(u, ε)−A(u,−ε)

] du
(−1− u)n+2

+
3
4iπ

+∞∫
0

lim
ε→0+

[
B(u, ε)−B(u,−ε)

] du
(1/3+ u)n+2

d’où

Rn =
1
2π

+∞∫
0

√
4+ 3u
u

du
(−1− u)n+2

+
3
2π

+∞∫
0

√
u

3u+ 4
du

(1/3+ u)n+2

=
1
π

1∫
0

(
t2 − 1

)n√4− t2 dt+
1
π

2∫
1

(
t2 − 1

)n√4− t2 dt.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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1.3. Chemin de Catalan

On rappelle la définition du nombre de Catalan d’indicej,

le
Cj =
1

j + 1

(
2j
j

)
.

La fonction génératrice des nombres de Catalan est

C(x) =
+∞∑
j=0

Cjx
j =

1−
√
1− 4x
2x

.(3)

Un chemin de Catalan d’arrivée2n est un chemin reliant(0,0) à (2n,0) par des pas(1,1) et
(1,−1) et restant sous l’axe des abscisses.

Le nombreCn compte les chemins de Catalan d’arrivée2n [14, ex. 6.19(i)]. De même que
lemme 3 implique le lemme 4, l’équation (3) implique le

LEMME 6. – Soitn ∈ N. On définit

C̃n =
{
Cn/2 si n est pair;
0 sinon.

Alors,

C̃n =
1
2π

2∫
−2

tn
√
4− t2 dt.

Fig. 3. Chemin de Catalan.

2. Moments de L(sym2 f,1) et nombres de Riordan

2.1. Simplification de l’écriture des moments négatifs

On tire de [13, Théorème C] le

LEMME 7. –Soitn� 1 un entier. Soit

M−n(N) =
1

2H(N)

∑
f∈H(N)

L
(
sym2 f,1

)−n−1
.

Alors, lorsqueN parcourtN il existe un réelMn tel que

lim
N→∞

M−n(N) =M−n.

4e SÉRIE– TOME 36 – 2003 –N◦ 4
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On définit pour toutb ∈ Nn l’ensemble

{ ∣ (
b · · · b

)2 }

En(b) = d ∈ Nn−1;di ∣ 1 i

d1 · · ·di−1
, bi+1 , ∀i ∈ [1, n− 1]

puis pour toutr � 1 entier

m−n(r) =
∑

a,b,c∈N
n

detab2c3=r

µ(a1b1c1) · · ·µ(anbncn)µ(b1) · · ·µ(bn)
∑

d∈En(ab)
detd=detab

1.

On a alors

M−n =
1

ζ(2)

+∞∑
r=1

m−n(r)
r

.

Dans cet énoncé on a fait les conventions suivantes :N0 = {1}, E1(b) = {1} etd1 · · ·d0 = 1.
On effectue une première simplification de l’expression deM−n dans le

LEMME 8. – Soit n � 3. Pour tout entierν � 0 on définitan(ν) comme le cardinal de
l’ensemble des quadruplets de vecteurs(α,β,γ,δ) de{0,1}n×{0,1}n×{0,1}n×{0,1,2}n−1

vérifiant
(1) pour touti ∈ [1, n], 0 � αi + βi + γi � 1,
(2) pour touti ∈ [1, n− 1],

δi � 2min(α1 + β1 + · · ·+ αi + βi − δ1 − · · · − δi−1, αi+1 + βi+1),

(3) tr(α+ 2β + 3γ) = ν,
(4) trδ = tr(α+β).
Soitfn le polynôme

fn(X) =
3n∑
ν=0

an(ν)Xν .

On a alors l’égalité

M−n =
1

ζ(2)

∏
p∈P

fn

(
−1
p

)
.

Démonstration. –Par multiplicativité, on a

M−n =
1

ζ(2)

∏
p∈P

+∞∑
ν=0

m−n
(
pν

)
p−ν

et il suffit de calculerm−n(pν). En posantai = pαi , bi = pβi , ci = pγi et di = pδi , la présence
de la fonction de Möbiusµ(aibici)µ(bi) implique que seules les valeurs vérifiant

0 � αi + βi + γi � 1

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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interviennent dans le calcul dem−n(pν). On a alors pourm−n(pν) la valeur∑
(−1)tr(α+2β+γ)

∑
1.

obtenu
s
atoire,
α,β,γ∈{0,1}n

0�αi+βi+γi�1
tr(α+2β+3γ)=ν

δ∈{0,1,2}n−1

δi�2min(α1+β1+···+αi+βi−δ1−···−δi−1,αi+1+βi+1)
tr(δ)=tr(α+β)

Grâce à l’égalité

(−1)tr(α+2β+γ) = (−1)tr(α+2β+3γ) = (−1)ν ,

on déduitm−n(pν) = (−1)νan(ν). Enfin, siν > 3n, alorsan(ν) = 0 puisque

tr(α+ 2β + 3γ) � 3 tr(α+β + γ) � 3
n∑
i=1

(αi + βi + γi). ✷

Remarque9. – Ce lemme est à comparer à son équivalent pour les moments positifs
dans le lemme 6 de [13]. La différence essentielle est le point(1) qui n’a pas d’équivalent pour le
moments positifs. Si cette différence n’explique pas, à elle seule, l’interprétation combin
elle explique néanmoins qu’on ait affaire à des chemins à trois pas.

Remarque10. – On calcule aisémentM−n pour les petites valeurs den :

M0 =
1

ζ(2)
, M−1 =

1
ζ(2)ζ(3)

et M−2 =
∏
p∈P

(
1− 4

p3
+

4
p5

− 1
p8

)
.

On calcule ensuite le polynômefn pour obtenir la

PROPOSITION 11. – Soitn ∈ N et �n le polynôme

�n(X) =
n∑
h=0

(−1)h
(
n

h

)
RhX

h.

On a alors

M−n =
1

ζ(2)ζ(3)n
∏
p∈P

�n

(
p

p2 + p+ 1

)
.

Démonstration. –Dans la définition dean(ν), notonsj le nombre d’indicesi tels queγi = 1.
Pour ces indices, on aαi = βi = 0 et doncδi−1 = 0. La contribution àan(ν) est

δ(ν = 3n) si j = n ;

nδ(ν = 3n− 3) si j = n− 1 ;(
n
j

)
bn,j(ν) si j < n− 1

en ayant définibn,j(ν) comme le nombre de triplets de vecteurs(α,β,δ) de {0,1}n−j ×
{0,1}n−j × {0,1,2}n−j−1 vérifiant

(1) pour touti ∈ [1, n− j], 0 � αi + βi � 1,
(2) pour touti ∈ [1, n− j − 1],

δi � 2min(α1 + β1 + · · ·+ αi + βi − δ1 − · · · − δi−1, αi+1 + βi+1),
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(3) tr(α+ 2β) = ν − 3j,
(4) trδ = tr(α+β).

On a alors

,

an(ν) =
n−2∑
j=0

(
n

j

)
bn,j(ν) + nδ(ν = 3n− 3) + δ(ν = 3n).

Dans la définition debn,j(ν), soit k le nombre d’indicesi tels queαi + βi = 1. On a alors
βi = 1−αi. Si k = 0, la contribution àbn,j(ν) estδ(ν = 3j). Si k = 1, la contribution est nulle
en raison de l’incompatibilité des conditions

δi � 2min(α1 + β1 + · · ·+ αi + βi − δ1 − · · · − δi−1, αi+1 + βi+1)

qui impliquent pour touti ∈ [1, n− j − 1] queδi = 0 avec la condition

δ1 + · · ·+ δn−j−1 = 1.

Si k � 2, la contribution àbn,j(ν) est

#
{
α ∈ {0,1}k, δ ∈ {0,1,2}k−1: trα = 2k+ 3j − ν, δi � 2(i− δ1 − · · · − δi−1),

∀i ∈ [1, k− 1] trδ = k
}
=

(
k

2k+3j − ν

)
λ(k)

oùλ(k) compte les vecteursδ ∈ {0,1,2}k−1 tels que, pour touti dans[1, k− 1],

δi � 2(i− δ1 − · · · − δi−1)(4)

et

trδ = k.(5)

On étend cette définition àN en posantλ(0) = 1 etλ(1) = 0. On a alors

an(ν) =
n−2∑
j=0

(
n

j

)n−j∑
k=0

(
n− j

k

)(
k

ν − 3j − k

)
λ(k) + nδ(ν = 3n− 3) + δ(ν = 3n).

Les conventions habituelles sur les coefficients binomiaux permettent alors d’écrire

fn(x) =
∑
k

(
n

k

)
λ(k)

∑
j

(
n− k

j

)∑
ν

(
k

ν − 3j − k

)
xν

grâce à la relation
(
n
j

)(
n−j
k

)
=

(
n
k

)(
n−k
j

)
. On a donc

fn(x) =
∑
k

(
n

k

)
λ(k)

∑
j

(
n− k

j

)
x3j+k

∑
�

(
k

�

)
x�

=
∑
k

(
n

k

)
λ(k)

[
x(1 + x)

]k(1 + x3
)n−k

.
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On a finalement

M =
1 ∏∑(

n
)
λ(k)(−1)k

[
1
(
1− 1

)(
1− 1

)−1]k

rs

poly-
le
ue par
−n
ζ(2)ζ(3)n

p k
k p p p3

=
1

ζ(2)ζ(3)n
∏
p

∑
k

(
n

k

)
λ(k)(−1)k

(
p

p2 + p+ 1

)k

.

Il reste à prouver queλ(k) =Rk, ce qu’on fait dans le lemme suivant.✷
LEMME 12. –Soitk � 0 un entier. On définitλ(k) comme en(4) et (5). Alors,λ(k) =Rk.

Démonstration. –Pourk � 2, c’est évident. Pouri= k− 1, l’équation (4) est équivalente à

2(δ1 + · · ·+ δk−1)− δk−1 � 2k− 2

et compte tenu de (5), on en déduit queδk−1 = 2. Il faut donc compter les vecteu
δ ∈ {0,1,2}k−2 telle que (4) est vérifiée pour touti de [1, k− 2] et vérifiant

trδ = k− 2.

En posantδ′i = δi − 1 pour tout i, on est ramené à compter les vecteursδ′ ∈ {−1,0,1}k−2

vérifiant les deux conditions
(1) pour touti ∈ [1, k− 2],

δ′1 + · · ·+ δ′i �
1 + δ′i
2

,

(2) δ′1 + · · ·+ δ′k−2 = 0.
Par définition, il y aRk tels vecteurs. ✷

Remarque13. – D’après des calculs effectués par le rapporteur de cet article, les
nômes�n sont irréductibles pourn � 14. Pour n � 11, le groupe de Galois associé est
groupe symétrique ; le discriminant du corps de nombre correspondant n’est divisible q
des nombres premiersp� 2n et, en particulier, toujours par le plus grand de ceux-ci.

2.2. Expression analytique des moments négatifs

On déduit immédiatement du lemme 4 et de la proposition 11 le

LEMME 14. – Pour toutx ∈ [0, 1
3 [ et toutn ∈ N,

�n(x) =
1
π

2∫
0

[
1+

(
1− t2

)
x
]n√4− t2 dt

=
4
π

π/2∫
0

[
1+ x− 4x sin2 θ

]n cos2 θ dθ.
Remarque15. – Il résulte immédiatement de ce lemme que�n(x)> 0 pour toutx∈ [0, 1

3 [.
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2.3. Expression hypergéométrique des moments négatifs

On donne une expression de�n en fonction d’une série hypergéométrique. Commençons par
r

in
rappeler la définition des séries hypergéométriques.Soitξ ∈ C ; on définit pour tout naturel entie
n le complexe

(ξ)n =


1 si n= 0 ;
n−1∏
i=0

(ξ + i) si n > 0.

Soient alorsa, b et c trois complexes avec−c /∈ N. La série hypergéométrique associée àa, b, c
est

F (a, b, c, z) =
+∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
.

Cette série est convergente pour|z| < 1. Si �e c > �e b > 0 et z /∈ [1,+∞[, on a l’expression
intégrale suivante [4, 9.111]

F (a, b, c, z) =
Γ (c)

Γ (b)Γ (c− b)

1∫
0

ub−1(1− u)c−b−1(1− uz)−a du(6)

qui fournit un prolongement analytique dez �→ F (a, b, c, z) àC \ [1,+∞[. On aura aussi beso
de l’égalité [4, 9.131.1]

F (a, b, c, z) = (1− z)−aF
(
a, c− b, c,

z

z − 1

)
.(7)

On montre alors le

LEMME 16. – Soientn ∈ N etx ∈ [0, 1
3 [. Alors

�n(x) = (1 + x)nF
(
−n, 1

2
,2,

4x
1 + x

)
.

Démonstration. –En remarquant que

�n(x) = (1+ x)n
2
π

1∫
0

(
1− 4x

1 + x
u

)n

(1− u)1/2u−1/2 du

on a l’expression donnée dans le lemme grâce à (6).✷
2.4. Estimation asymptotique des moments

Dans cette partie, on montre le corollaire A puis le corollaire B.
On notexp = p

p2+p+1 avecp premier. Ainsi, pour tout premierp on a

xp � 2
7
<

1
3
.
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De l’expression

4
π/2∫ ( )n
�n(x) =
π

0

1 + x− 4x sin2 θ cos2 θ dθ

on déduit

�n(xp)� (1 + xp)n

puis

ln
∏
p∈P
nxp>1

�n(xp)
(1 + xp)n

� 0.(8)

On fixe

δ =

√
1 + xp

8(n+ 1)xp
.

On a donc, pournxp > 1,

δ � 3√
56

<
π

2
.

On a alors, toujours pournxp > 1,

�n(xp)
(1 + xp)n

=
4
π

π/2∫
0

(
1− 4xp

1 + xp
sin2 θ

)n

cos2 θ dθ

�
(
1− 4xp

1 + xp
sin2 δ

)n 4
π

δ∫
0

cos2 θ dθ

� 2
π

(
1− 4xp

1+ xp
δ2

)n

δ

� 2
π

(
1− 1

2(n+ 1)

)n
√

1 + xp
4xp

√
1

2(n+1)
.

En notantqn(p) le membre de droite de la dernière inégalité, on a

ln
∏
p∈P
nxp>1

qn(p) =
∑
p∈P
nxp>1

[
ln

1
π
√
2
+ n ln

(
1− 1

2(n+ 1)

)]

+
1
2

∑
p∈P
nxp>1

[
ln

(
p+ 2+

1
p

)
− ln(n+ 1)

]
=O

(
n

lnn

)
(9)

grâce au théorème des nombres premiers. On déduit de (8), (9) et de

ln
∏
p∈P
nxp>1

(1 + xp)n = n ln lnn+ n ln
ζ(3)eγ

ζ(2)2
+O

(
n

lnn

)
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que

ln
∏

�n(xp) = n ln lnn+ n ln
ζ(3)eγ

+O
(

n
)
.

truire
e

une
e.
p∈P
nxp>1

ζ(2)2 lnn

Enfin, on estime la contribution des grands premiers. Puisque�n(0) = 1, on a, pour tout réelx
tel que0 � nx� 1, les égalités

�n(x)− 1 =
1
π

2∫
0

{[
1 +

(
1− t2

)
x
]n − 1

}√
4− t2 dt

=
nx

π

2∫
0

(
1− t2

)√
4− t2 dt+O

(
n2x2

)
.

Or,

2∫
0

(
1− t2

)√
4− t2 dt= 0

donc

ln
∏
p∈P
nxp<1

�n(xp) =
∑
p�n

ln
[
1+O

(
n2

p2

)]
=O

(
n

lnn

)
.

Le développement

lnM−n = n ln lnn+ n ln
eγ

ζ(2)2
+O

(
n

lnn

)
résulte de la proposition 11 et la preuve du corollaire A est achevée.

Le corollaire B résulte, par l’absurde, de la minoration : s’il était faux, on pourrait cons
une sous-suite de(M−n(N))N∈N dont la limite serait majorée parCn et serait donc différent
deM−n.

3. Moments de L(f,1) et nombres de Catalan

Si f ∈H(N), si f̂(n) est sonne coefficient de Fourier, on définitλf (n) = f̂(n)n(1−k)/2. La
fonctionL def est définie par

L(f, s) =
+∞∑
n=1

λf (n)n−s.

Cette série, définie sur�e s > 1, admet un prolongement en fonction entière et vérifie
équation fonctionnelle qui confère à la bande{s ∈ C: �e s ∈ ]0,1[} le statut de bande critiqu
On appelle facteur harmonique le réel

ωN(f) =
Γ (k− 1)

(4π)k−1(f, f)
=

12
(k− 1)N

ζ(2)
L(sym2 f,1)

(10)
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où (f, f) est la norme de Petersson def [13, §2.1]. On a alors la formule de Petersson (voir, par
exemple, [13, Proposition 1]) : pour tout entierm premier àN ,

enne.

nalyse.
oyennes

oids

étails.

ant

ble de
∑
f∈H(N)

ωN (f)λf (m) = δ(m= 1)+O
(
(mN)εm1/4N−1 +

2ω(N)

p1(N)
δ(m= 1)

)
.(11)

Le choix dem= 1 montre que le facteur harmonique permet de définir un opérateur de moy
En particulier, sin ∈ Z, on appelle moment harmonique d’ordren deL(f,1) le réel

Hn(N) =
∑

f∈H(N)

ωN (f)L(f,1)n.

Remarque17. – L’étude des moments harmoniques est naturelle dans le cadre de l’a
Des techniques ont été développées pour passer des moyennes harmoniques aux m
naturelles (voir en particulier [10] et [7]) et semblent prouver que l’introduction du p
harmonique est neutre.

On a alors le

LEMME 18. –Soitn� 1 un entier. La suite(H−n(N))N∈N admet, lorsqueN tend vers+∞,
une limiteH−n. Soita ∈ Nn, on définit

Fn(a) =
{
d ∈ Nn−1: di |

(
a1 . . . ai

(d1 . . . di−1)2
, ai+1

)
, ∀i ∈ [1, n− 1]

}
puis, pour toutr ∈ N,

hn(r) =
∑

a,b∈N
n

detab2=r

n∏
i=1

µ(ai)µ(aibi)2
∑

d∈Fn(a)

deta=detd2

1.

On a alors,

H−n =
+∞∑
r=0

h−n(r)
r

.

Démonstration. –La preuve suivant pas à pas celle de [13, Théorème 1], on omet les d
Si η > 0 est un paramètre réel fixé suffisamment petit, on définit l’ensembleH+(N ;η) par{

f ∈H(N);L(f, s) �= 0, ∀s= σ+ it, σ > 1− η, |t| � ln3N
}

etH−(N ;η) =H(N) \H+(N ;η). Grâce à un théorème de Kowalski & Michel (généralis
un résultat de Linnik pour les caractères de Dirichlet) [11, théorème 1], il existeb > 0 absolue
telle que#H−(N ;η)�N bη . Cela permet de ne calculer les moments que sur un ensem
formes primitives respectant unequasihypothèse de Riemann. Pour tousα et ε réels positifs
assez petits, on a alors, pourf ∈H+(N ;η),

L(f,1)−n =
+∞∑
r=1

λ
(−n)
f (r)
r

exp
(
−r/Nα

)
+O

(
Nε−αη/2)
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oùλ(−n)
f est défini par

−n
+∞∑

(−n) −s

l

L(f, s) =
r=1

λf (r)r ,

autrement dit (voir, par exemple, [10, lemme 9]),

λ
(−n)
f (r) =

∑
a,b∈N

n

detab2=r
(b1,N)=···=(bn,N)=1

n∏
i=1

µ(ai)µ(aibi)2
∑

d∈Fn(a)
(d1,N)=···=(dn−1,N)=1

λf

(
deta
detd2

)
.

On achève la démonstration grâce à (11).✷
On obtient alors le

LEMME 19. –Soitn� 1 un entier. Pour tout entierν � 0 on définitan(ν) comme le cardina
de l’ensemble des triplets de vecteurs(α,β,δ) de{0,1}n×{0,1}n× {0,1}n−1 vérifiant

(1) pour touti ∈ [1, n], 0 � αi + βi � 1,
(2) pour touti ∈ [1, n− 1],

δi � min(α1 + · · ·+ αi − 2δ1 − · · · − 2δi−1, αi+1),

(3) tr(α+ 2β) = ν,
(4) trα = 2trδ.

On a alors

H−n =
∏
p∈P

+∞∑
ν=0

an(ν)
pν

.

Démonstration. –Par multiplicativité, on obtient la formule énoncée avec

an(ν) =
∑

α,β∈{0,1}n

tr(α+2β)=ν
0�αi+βi�1

(−1)trα
∑

δ∈N
n−1

δi�min(α1+···+αi−2(δ1+···+δi−1),αi+1)
trα=2trδ

1.

La relationtrα = 2trδ implique(−1)trα = 1 d’où le résultat. ✷
On déduit du lemme précédent la

PROPOSITION 20. – Soitn ∈ N. Soitsn le polynôme

sn(X) =
n/2∑
j=0

(
n

2j

)
CjX

2j .

Alors

H−n =
ζ(2)n

ζ(4)n
∏
p∈P

sn

(
p

p2 + 1

)
.

Démonstration. –Dans la définition dean(ν), on notej le nombre d’indicesi tels queαi = 0.
On a alorsαi = 1 pour lesn− j indices restants. Ainsi,
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an(ν) =
n∑
j=0

(
n

j

)
#

{
β ∈ {0,1}j: trβ =

ν − (n− j)
2

}
λ(n− j)
=
n∑
j=0

(
n

j

)
#

{
β ∈ {0,1}n−j: trβ =

ν − j

2

}
λ(j)

avec

λ(j) =#
{
δ ∈ {0,1}j−1: δi � min(i− 2δ1 − · · · − 2δi−1,1), ∀i ∈ [1, j − 1] 2 trδ = j

}
.

En notant queλ(j) = 0 si j est impair, on pose

α(j) = λ(2j)

pour obtenir

an(2ν) =
n/2∑
j=0

(
n

2j

)(
n− 2j
ν − j

)
α(j).

On a ensuite

+∞∑
ν=0

an(2ν)
p2ν

=
(
1 +

1
p2

)n n/2∑
j=0

(
n

2j

)
α(j)

(
p

p2 + 1

)2j

.

Une fois qu’on a remarqué quean(ν) = 0 si ν est impair, il reste à montrer queα(j) =Cj . C’est
l’objet du lemme suivant. ✷

LEMME 21. –Soitn� 1 un entier et

α(n) =#
{
δ ∈ {0,1}2n−1: δi � i− 2(δ1 + · · ·+ δi−1), ∀i ∈ [1,2n− 1] trδ = n

}
.

Alorsα(n) =Cn.

Démonstration. –On remarque que les conditions

δ2n−1 � 2n− 1− 2(δ1 + · · ·+ δ2n−2)

et

δ1 + · · ·+ δ2n−1 = n

impliquentδ2n−1 = 1. On a doncα(1) = 1 et, sin� 2,

α(n) =#
{
δ ∈ {0,1}2n−2: δi � i− 2(δ1 + · · ·+ δi−1), ∀i ∈ [1,2n− 2] trδ = n− 1

}
.

Par changementδ′i = 2δi − 1 (puis modification de notations) on obtient

α(n) =#
{

δ ∈ {−1,1}2n−2: δ1 + · · ·+ δi �
1 + δi
2

, ∀i ∈ [1,2n− 2] trδ = 0
}
.

Autrement dit, on compte les cheminsα vérifiant
(1) le chemin relie(0,0) à (2n− 2,0) ;
(2) les pas sont(1,1) et (1,−1) ;
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(3) le chemin reste sous l’axe des abscisses ;
(4) la règle (3) peut être violée mais le chemin ne dépasse alors l’axe des abscisses que par

des pointes(1,1), (1,−1).
).
Soit i un entier impair, il n’existe pas de chemin reliant(0,0) à (i,0) et respectant la règle (2

L’abscisse de la première pointe d’un cheminα (lorsqu’elle existe) est donc paire et on a

α(n) =Cn +
n−3∑
i=0

Ciα(n− i− 1) +Cn−1.

En notant

A(x) =
+∞∑
i=0

α(i)xi

et, puisqueα(0) = α(1) =C0 =C1 on a

A(x) =
1

1− xC(x)
.

Il résulte alors de la valeur deC queA=C puis queα(n) =Cn pour toutn. ✷
On déduit immédiatement du lemme 6 et de la proposition 20 le

LEMME 22. – Pour toutx ∈ R et toutn ∈ N, on a

sn(x) =
1
2π

2∫
−2

(1 + tx)n
√
4− t2 dt=

2
π

π/2∫
−π/2

(1 + 2x sinθ)n cos2 θ dθ.

De ce lemme, on déduit le

LEMME 23. – Pour toutn ∈ N et toutx ∈ [0,1/2[,

sn(x) = (1 + 2x)nF
(
−n, 3

2
,3,

4x
2x+1

)
.

Démonstration. –Le changement de variable

θ =Arctan

√
2+ t

2− t

conduit à

1
2π

2∫
−2

(1 + tx)n
√
4− t2 dt=

16
π
(1− 2x)n

π/2∫
0

(
1− 4x

2x− 1
sin2 θ

)n(
1− sin2 θ

)
sin2 θ dθ.

On conclut grâce au changement de variableu= sin2 θ et à (6) que

sn(x) = (1− 2x)nF
(
−n, 3

2
,3,

4x
2x− 1

)
.

Enfin, le résultat énoncé est donné par (7).✷
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Le corollaire C se démontre alors comme le corollaire A (voir §2.4) avec

p
√

3(1 + 2x )

r leurs
remercie

dition

s

.

,

9.
xp =
p2 + 1

et δ = p

(2n+ 3)xp
.
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