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INTERPRETATION COMBINATOIRE DES MOMENTS
NEGATIFS DES VALEURS DE FONCTIONS. AU BORD
DE LA BANDE CRITIQUE

PAR EMMANUEL ROYER

RESUME. — On donne une interprétation combinatoire des moments négatifs de la valeur au bord de la
bande critique de fonctions de formes modulaires d@L(2) et GL(3). On en déduit des renseignements
sur la taille de ces nombres.
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ABSTRACT.— We give a combinatorial interpretation of the negative moments of the values at the edge of
the critical strip of theL functions of modular forms of7L(2) and GL(3). We deduce some results about
the size of these numbers.
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Introduction

Les fonctionsL de formes automorphed,(w,s), constituent un outil puissant d'étude
d’objets algébriques ou géométriques par des méthodes analytiques. Ces méthodes, grace aux
travaux pionniers d’lwaniec et Sarnak [8] connaissent un développement important. Si on
normalise ces fonctions pour que la bande critique Geitfte s < 1, la valeurL(wo, 1) recéle
des informations de grand interét. Lorsqmeest un caractéere de Dirichlet réel de module
un discriminant fondamental, la relation de Dirichlet permet d’étudier le nhombre de classes
des corps quadratiques. Elle donne en particulier la minoration de Siegél(Dsi est le
nombre de classes d’'un corps quadratique de discrimindhk 0, alors pour tout > 0 on
a D'/?7¢ < h(D) < DY?InD. Lorsquew est la carré symétrique d’une forme modulaire
primitive, la valeurL(z,1) permet d'étudier le degré des paramétrisations modulaires des
courbes elliptiques : sk est une courbe elliptique s@, grace aux travaux de Wiles, Taylor,
Diamond, Conrad et Breuil, on sait associdr an entierN et une forme modulaire primitivé
de poids2 sur le sous-groupe de congruerGgN) telle queL(E, s) = L(f, s). Le degré de la
paramétrisation modulairé: X,(N) — E est alors [2],

Indeg @ =In N + In L(sym? f,1) + 2h(E) + 21n2i
s

ouUc est la constante de Manink{E) la hauteur de Faltings dg.

Une méthode d'appréhension des valei(so, 1) est I'étude des moments. Lorsque
parcourt les caractéres de Dirichlet, I'étude des moments positifs a été faite par Barban [1].
Lorsquew parcourt 'ensemble des formes de Maas$dé€2, Z), I'étude des moments positifs
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602 E. ROYER

est due a Luo [12]. Dans [13], on a donné une expression des moments négatifs et positifs de
L(sym? f,1) lorsque f parcourt la base des formes modulaires primitives de poids fixé sur
I'h(N).

Les formules obtenues jusqu’a présent étaient compliquées, rendant délicates les estimations.
Notamment, la présence de la fonction de Mébius dans I'expression des moments négatifs rendait
impossible toute étude fine de ces moments.

L'objet de cet article est de décrire une interprétation nouvelle des valeurs au bord de la bande
critique des fonctiond, de formes modulaires d€L(2) et des formes d&/L(3) associées par
le carré symétrique, en termes de chemins du régéau

On donne notre résultat principal. St > 1 un entier sans facteur carré/et 2 un entier
pair fixé. On noteH (N) I'ensemble des formes primitives de poillssur I'H(N). On note
L(sym? f, s) la fonction L du carré symétrique de la forme primitiye Soit x > 0 un réel de
10, 1], fixé dans tout I'article ; on définit 'ensemhl€,, = A" comme I'ensemble des entiehs
sans facteur carré de plus petit facteur premigrV) > N*. On note enfirP I'ensemble des
nombres premiers. Notorf?, le nombre de chemins de Riordan d'arrivéeRy, =1 et Ry = 0.

Un chemin de Riordan d’arrivéeest un chemin reliar(D, 0) a (n,0) par des pasl, 0), (1,1) et
(1, —1) et restant sous I'axe des abscisses sauf éventuellement par des doubles)pék, —1)
(voir figure 2).

THEOREME A. — Soitn € N et, pourN € NV,

1 —n—1
M_,(N)= —— L(sym? f, :

La suite(M_,,(N)) ycr @dmet, lorsqueV tend vers l'infini, une limitel/_,, valant

Mon= e U ﬂn(zﬂ ot 1)

peEP

avec
/2

ln(x) = (1) <Z> Rpah = % / [1+2(1 —4sin®0)]" cos® .do.
h=0 0

Le théoréme A résulte de la proposition 11 et du lemme 14.

Remarque— On donne aussi une expressior/gen termes de fonction hypergéométrique de
Gauss:

1 4x
gn =(1 "F| - 7_727
@)=+ F(-ng.2 )

pour toutn € N et toutz € [0,1/3]. Ce résultat est prouvé au §2.3.

Pour prouver le théoréme A, on exprime les moments négatifé (@em? f,1) comme
combinaison linéaire de cardinaux d’ensembles d’entiers. Alors qu'on s’attend a ce que la
fonction de Mobius complique les calculs, elle permet ici de se ramener au calcul de cardinaux
d’ensembles suffisamment simples pour étre reliés a des ensembles de cheAfin®deeut
alors calculer la série génératrice du nombre de tels chemins en fonction du nombre de chemins
de Riordan.

Un des intéréts de I'expression combinatoire obtenue est de permettre I'étude de la taille des
moments. On obtient le
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MOMENTS NEGATIFS DES VALEURS DE FONCTIONS 603

COROLLAIRE A.— Pour toutn > 3,

In M Inl m-5_yof"
nM_,=nlnlnn-+n nm—i— (m)

Ce corollaire résulte du théorémewa I'expression de/,,(x) comme une intégrale. Cette
intégrale étant évaluée, il suffit d'utiliser les techniques standard d’évaluation des produits
eulériens pour conclure. Dans [13], on obtenaify/si est la limite des moments positifs d’ordre
n — 1, le développement

In M,, =3nlnlnn + O(n)

en utilisant des arguments de positivité. Par cette méthode, il apparaissait difficile d’obtenir un
terme d’erreur plus précis. Dans le cas des moments négatifs, I'expression combinatoire permet
de préciser le terme d’erreur.

Goldfeld, Hoffstein & Lieman [3] et lwaniec [9] ont montré la majoration

L(sym?® f,1) + L(sym? f, 1)71 < InN.

On ne sait pas si cette majoration est optimale. Grace au corollaire A, on démontre le
COROLLAIRE B. - SoitC > 0. Il existe N¢ tel que pour toutV € N vérifiant N > Ng, il
existef € H(N) tel que
1
L(sym? f,1)

Remarque- Une analyse minutieuse des dépendances en tous les parametres dans les termes
d’erreurs de [13] permet de remplacer la constatitdu lemme ci-dessus par une fonction
f(N) — +oo. Les résultats seront donnés par ailleurs.

>C.

Dans [13], on a prouvé un résultat semblable a celui du corollaire B en remplacant
L(sym? f,1)~! par L(sym? f,1). Les techniques sont néanmoins radicalement différentes;
I'expression des moments positifs fait intervenir des séries a termes positifs rendant le
dénombrement plus accessible (il est aisé de minorer des séries a termes positifs en négligeant des
termes). Au contraire, I'expression des moments négatifs fait intervenir la fonction de Mébius.
Cette fonction, au signe trés fluctuant empéche I'utilisation d’arguments de positivité. Mais,
cette méme fonction rend possible I'interprétation combinatoire. Il est remarquable, car rare en
théorie des nombres, que la fonction de Mdbius facilite les calculs. La raison est que le calcul
des moments se ramenant a un décompte de cardinaux d’ensembles, la fonction de Mébius réduit
drastiguementle nombre de cas a étudier (voir la remarque 9). Cette réduction permet notamment
un calcul informatique nettement plus rapide pour les moments négatifs que pour les moments
positifs.

On énonce maintenant l'interprétation combinatoire dans les cas des forn@s(dg Le
poids harmonique y est un opérateur de moyenne classique en théorie des formes modulaires.

Il est défini au paragraphe 3 en (10). On a, comme pour le carré symétrique une interprétation
combinatoire de la valeur einde la fonctionL( f, s) associée a une formec H(N).

THEOREME B. — Soitn € N et, pour toutN € A/,

H ,(N)= > wn(fLf1)

FEH(N)
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604 E. ROYER

La suite(H_,,(N))ven admet, lorsquéV tend vers l'infini, une limite _,, donnée par

0= G oo (51

pEP
avec
n/2 5 /2
sn(z) = Z (2nh> Cpa?h = - / (1+ 2xsinf)" cos® Hdo
h=0 —7/2

ouC; = #1 (2:) est le nombre de Catalan d’indide
Le théoréme B résulte de la proposition 20 et du lemme 22.

Remarque— On a I'expression suivante posyf en termes de série hypergéométrique :

3 4z
n =(1 2)"F| — PRI R
sn(z) = (1+2x) < n232x+1>

pour toutn € N et toutz € [0,1/2[. Ce résultat est prouvé dans le lemme 23.

On déduit du théoreme B le

COROLLAIRE C. — Pour tout entiem > 3,

mH_, = 2nlnlnn + 2nln —— + O
n —_np =N 1ninn nin —-— — .
¢(2) Inn

Remarque- Il est implicite dans [5] que, pour toute N, on a

1
Q) lim —— g L(x, ) ™" =1.
eN x (mod N)

En particulier, on ne peut pas déduire de (1) un résultat semblable a celui du corollaire B. En ce
sens, I'exploration de la majoration de Siegel est plus subtile que celle de Goldfeld, Hoffstein &
Lieman et Iwaniec.

1. Cadre

Les résultats nécessaires de la théorie des formes modulaires sont donnés dans [13, §2]. On
ne le répéte pas et on utilise les mémes notations. En particulier les lettres grasses telles que
a, 3,4, b, d... désignent des vecteurs. Leurs coordonnées seront numérotées en indice, ainsi
a=(ay,...,an,). Le déterminant — notdet — d’un vecteur est le produit de ses coordonnées,
ainsidet &« = a; - - - a,. La trace — notéer — d’un vecteur désigne la somme de ses coordonnées,
ainsitra = a3 +- - -+ auy, . Le produit de deux vecteurs est le vecteur de méme dimension obtenu
en multipliant entre elles les coordonnées de méme indice, aifsk (151, .., ambm)-

Enfin, silP est une propositior,(P) vaut1 ou 0 selon queP est vraie ou fausse.
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1.1. Cheminsde Motzkin

Soit n > 0. On appelle chemin de Motzkin d’arrivéeun chemin deZ? reliant les points
(0,0) &(n,0) par des pas dél,0), (1,1) ou(1,—1) et restant sous I'axe des abscisses.

Le nombre de chemins de Motzkin d’arrivéeest appelé nombre de Motzkin d’indiceet
notém,,. En définissant

—1 silepasreliant: —1a: est(1,—1);
6; =140 sile pasrelianti — 1 ai est(1,0);
1 silepasrelianti —1ai¢ est(1,1)

on voit que I'entienn,, est le nombre de vecteufse {—1,0, 1} vérifiant les deux conditions

(1) pourtouti € [1,n],d; +---+d; <0,

(2 61+---+6,=0.
Les nombres de Motzkin ont I'agréable propriété d'avoir une série génératrice simple [14,
ex. 6.37, 6.38] égale a

—+o0
1—z—1—-2zr—322
m(a:):Zmn:c": T z 3:0'
n=0

212

1.2. Cheminsde Riordan

DEFINITION 1.- Soitn € N. On appelle nombre de Riordan d’indieet 2 I'entier R, 2
défini comme le nombre de vectedrs {—1,0,1}" vérifiant les deux conditions

(1) pourtouti € [1,n], 61 + - - -+ ; < max(d;,0),

(2 61+---+6,=0.
Les nombres de Riordan d’indifeet 1 sont définis paRyg =1 et R; = 0.

Remarque2. — Le nombre de Riordatk,,.» compte le nombre de chemins de Riordan
d'arrivéen. Un chemin de Riordan d’arrivée est un chemin reliant0, 0) & (r,0) par des pas
(1,0), (1,1) et (1,—1) et restant sous I'axe des abscisses sauf éventuellement par des doubles
pas(1,1),(1,—1). On appellgointedu chemin un tel double pasa&bscissele la pointe I'entier
i tel que la pointe relieé &i + 2. En particulier, un chemin de Motzkin est un chemin de Riordan
sans pointe.

Les nombres de Riordan possédent eux aussi une série génératrice simple donnée dans le

0,0 (n,0)

SN N

Fig. 1. Exemple de chemin de Motzkin.

(0,0) /\ /\ n,0)

Fig. 2. Un chemin de Riordan avec deux pointes d'absdissd 2.
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606 E. ROYER
LEmMME 3. — La fonction génératrice des nombres de Riordan est

2
14z +1—2r 322

+oo
R(z) := Z R,z"
n=0

Démonstration. +a démonstration consiste a établir un lien trés fort entre les nombres de
Riordan et les nombres de Motzkin. On en déduit une relation entre les sége&. On note
S, = R, 12 de sorte ques,, compte le nombre de chemins de Riordan d’arrixéEtant donné
un tel chemin; soit il n'a pas de pointe et c’est un chemin de Motzkin d’arriyémit il a au
moins une pointe et, siest le plus petit entier tel quesst I'abscisse d’une pointe, ce chemin se
décompose en un chemin de Motzkin d’arrivéane pointe et un chemin de Riordan d’arrivée
n—1—2.0nadonc

n—2
Sn =My + E miSn,i,Q.
=0

Si S est la série génératrice dg, on a
—+oo —+o0 —+o0 —+oo
Z Syt = Z maz” + 22 Z m;x* Z Spa"
n=2 n=2 1=0 n=0

d’ou

S(z) = — o)

o 1—a22m(x)
On déduit finalement I'expression dede la relation?(z) = 1+ 22S(z). O

L'interprétation des nombres de Riordan en termes de chemins semble nouvelle. On déduit du
lemme 3 une expression intégrale des nombres de Riordan dans le

LEMME 4. — Pour toutn € N, on a la relation

R, =

8=

/2(152 —1)"V4—t2dt.

Démonstration. -On a immédiatement la relatio}gfoz(t2 —1)"v4 —t2dt = O(3™) de sorte
qgu’on peut considérer la fonction définie par la série

+oo 2
Q)= = /(t2 —1)"Vi—¢dr.
n=0 0

D’aprés le lemme 3, il suffit alors de vérifier 'égaliff«) = R(z) pour toutz dans un voisinage
de0. Par interversion et calcul de la somme, on obtient ol 1 I'égalité

2
1 V4 —t2
Q(I):;/l—i—x—xt?

0
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puis, par changement de variable 2 cosf puisu = tan 6, on trouve

+oo
4 u?
Q(I):w(l—i-:v) 0/ (1 +u2)(5522 +u?) du
2 1-+VA
“irei-a M

—3x
1+z

Remarque5. — La démonstration du lemme 4 n’est efficace que parce qu’on connait le
résultat. On donne les grandes lignes d’'une démonstration plus naturelle mais plus longue si
on veut étre rigoureux. La fonctioR est holomorphe sut privé des demi-droitels-oo, —1] et
[1/3,400[ si on prend poux/ la détermination principale. De plus,

avecA =

O

1 1 /1-32

) Re)=5 — o\ T

C'est le fait quel + z divise1 — 2z — 322 qui permet cette écriture et le calcul & . On note
C(r) le cercle de centr® et de rayonr. Pour tout- < 1/3, on déduit de (2) I'égalité

1-3z dz
R, 1/
4171' 142 o2’

Gréce au théoréme des résidus, on remplaeg par un chemin contournant les demi-droites
de coupures, a savoir le chemin constitué d’'une composante reliantt ic, —1 + ¢ + ic,
—1+ ¢ — ie puis—oo — ie et d'une composante reliaftoo — ie, 1/3 — ¢ —ie, 1/3 — e +ic et

400 + ie. On pose
44 3u+ 3ie [ —u+ie
= _— B — - . . .
) V —u—ie (w,¢) 3u+4 — 3ic

En faisant tendre vers0t, on obtient

+00
1 . du
o= [ i [AGe) - A o))
0
; 400 d
. u
e [ Jm Bl = Bl —e)) e

0
d’ou

/ 4—|—3u /
Fn=gr V 1—un+2 27 3u+4 1/3+un+2
1

:%/ —1)"V4—2dt+ = /(t—l) Va—t2dt.
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1.3. Chemin de Catalan

On rappelle la définition du nombre de Catalan d'indice

1 (/2
JH1\J
La fonction génératrice des nombres de Catalan est

ZC;CJ \/1—41'

2x

3)

Un chemin de Catalan d’arriv& est un chemin relian(0, 0) & (2n,0) par des pa$l, 1) et
(1,—1) et restant sous I'axe des abscisses.

Le nombreC,, compte les chemins de Catalan d’arrige[14, ex. 6.19(i)]. De méme que le
lemme 3 implique le lemme 4, I'équation (3) implique le

LEMME 6. — Soitn € N. On définit

é;:{Cn/Q S?n est pair;
0 sinon.

Alors,

/ I 2t

-2

(0,0 (2n,0)

Fig. 3. Chemin de Catalan.

2. Momentsde L(sym? f, 1) et nombres de Riordan
2.1. Simplification de I’ écriture des moments négatifs

Ontire de [13, Théoreme C] le

LEMME 7.-Soitn > 1 un entier. Soit

M_n(N)=

Alors, lorsqueN parcourt\ il existe un réelM,, tel que

lim M_,(N)=M_,,.

N—o0
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On définit pour toub € N™ I'ensemble

by ---b;
Sn(b):{deN"‘l;di] (#Hd_ :

q—

2
,bi+1> , Vie [1,7’L— 1]}
puis pour toutr > 1 entier

mon(r)= > plarbicr) - planbnen)p(by) - p(ba) YL

a,b,ceN" deé, (ab)
detab?c®=r detd=detab
On a alors
+o0
1 m_n(r)
M_, =—— .
@

Dans cet énoncé on a fait les conventions suivarit&s=- {1}, £;(b) = {1} etd; ---dy = 1.
On effectue une premiére simplification de I'expressiorfle, dans le

LEMME 8.— Soitn > 3. Pour tout entierv > 0 on définita,,(¥) comme le cardinal de
I'ensemble des quadruplets de vectears3, v, §) de{0,1}" x {0,1}" x {0,1}" x {0,1,2}"~!
vérifiant

(1) pourtouti € [1,n],0 < a; + B; +7: < 1,

(2) pourtouti € [1,n — 1],

0 <2min(ar + 1+ + i+ 08 — 01 — - — dim1, i1 + Bit1)s

3) tr(a+28+3v)=v,

@) trd =tr(a+ ).
Soit f,, le polynébme

On a alors 'égalité

Démonstration. Par multiplicativité, on a

1 = »
M_, = @ H Zm—n(py)p

peP v=0

et il suffit de calculer_,,(p*). En posant,; = p®:, b; = p%, ¢; = pi etd; = p, la présence
de la fonction de Mobiug(a;b;c; ) (b;) implique que seules les valeurs vérifiant

O0<ai+Bi+7 <1
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interviennent dans le calcul de_,,(p”). On a alors poum_,,(p”) la valeur

. (ryvlere 3 1.

a,B,7€{0,1}" 6€{0,1,2}" 1
0<a;+8;+7i<1 §;<2min(ar+B1+-+ai+Bi—01——=di—1,air1+Bit1)
tr(e+2B8+3y)=v tr(8)=tr(cc+B8)

Grace a I'égalité
(_1)tr(a+2,3+'y) _ (_1)tr(a+2,3+3’y) — (_1)1/

)

on déduitm_,,(p”) = (=1)"a,(v). Enfin, siv > 3n, alorsa, (v) = 0 puisque
tr(e+28+3y) <3tr(@+B+7)<3D (i +8i+7%). O
=1

Remarque9. — Ce lemme est a comparer a son équivalent pour les moments positifs obtenu
dans le lemme 6 de [13]. La différence essentielle est le pbjrui n'a pas d’équivalent pour les
moments positifs. Si cette différence n’explique pas, a elle seule, I'interprétation combinatoire,
elle expligue néanmoins qu’on ait affaire a des chemins a trois pas.

Remarquel0. — On calcule aisémeif _,, pour les petites valeurs de:

1 1 4 4 1
Moo M mm M‘ng,(l‘ﬁ+ﬁ‘ﬁ)‘

On calcule ensuite le polyndnyg pour obtenir la

PROPOSITION 11. — Soitn € N et/,, le polyndbme

0 (X) = zn:(—nh (Z) RpX".

h=0
On a alors

Mon= ey 11 Z"(p2+p+1)'

peP

Démonstration. -Dans la définition de., (), notons;j le nombre d’indices tels quey; = 1.
Pour ces indices, on@; = 8; = 0 et doncd;_; = 0. La contribution &, () est

d(v=3n) Si j=mn,
né(v=3n—-3) sij=n-—1;
(?)bn,j(u) sij<n-—1

en ayant définb,, ;() comme le nombre de triplets de vecteurs, 3,5) de {0,1}"7 x
{0,1}"79 x {0,1,2}"~7~1 vérifiant

(1) pourtouti € [1,n—j],0< i + 3; < 1,

(2) pourtouti € [1,n—j —1],

0 <2min(ar + 1+ -+ + 8 — 01 — - — dim1, i1 + Bit1)s
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3) tr(a+28)=v — 3y,
(4) tré =tr(a+B3).
On aalors
n—2

an(v) = Z (?)bnj(l/) +né(v=3n—-3)+§(v=3n).

Jj=0
Dans la définition dé, ;(v), soit k le nombre d’indices tels quew; + 5; = 1. On a alors
B; =1—«a;. Sik =0, la contribution &,, ;(v) esté(v = 3j). Si k = 1, la contribution est nulle,
en raison de I'incompatibilité des conditions
6; <2min(ag + G+ -+ + i — 01— = dim1, i1 + Biga)
qui impliquent pour tout € [1,n — j — 1] qued; = 0 avec la condition
014+ +0p—j1=1

Sik > 2, la contribution &,, ;(v) est

#{aec{0,1}* 6€{0,1,2}F " tra=2k+3j—v, 6; <2(i— 61— — i_1),

Vie[l,k—1] tréd=k} = (2k+§j—u)’\(k)

ou \(k) compte les vecteus e {0, 1,2}*~! tels que, pour toutdans[1, & — 1],

4) 0; <2(i =061~ —di-1)
et
(5) tréo =k.

On étend cette définitiond en posani(0) =1 et A(1) = 0. On a alors

an(v) :nf <Z‘> % (";]) (V_?Z,_k))\(k) 416 = 30— 3) 4+ 5(v = 3n).

j=0 k=0

Les conventions habituelles sur les coefficients binomiaux permettent alors d’écrire

fala) =" (Z)A(k)ij (n;k) Z Q—?ﬁ—k)“’cy

k

grace ala reIauorQ") "= ("5 *). Onadonc

EOE ()l

; (Z) A(k) [:c(l +a)) 1+ 23"
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612 E. ROYER

On a finalement

et T (e (062 T

p

- TS (e )’

p

Il reste a prouver que(k) = Ry, ce qu'on fait dans le lemme suivant
LEMME 12.-Soitk > 0 un entier. On définiA(k) comme erf4) et (5). Alors, A(k) = Ry.

Démonstration. Pourk < 2, c’est évident. Pour= k — 1, 'équation (4) est équivalente a
2000+ -+ 0k—1) — 0k—1 <2k —2

et compte tenu de (5), on en déduit qg; = 2. Il faut donc compter les vecteurs
5 €1{0,1,2}*2 telle que (4) est vérifiée pour toutle [1, k — 2] et vérifiant

tréd =% — 2.

En posant! = §; — 1 pour touti, on est ramené a compter les vectedrs {—1,0,1}+72
vérifiant les deux conditions
(1) pourtouti € [1,k — 2],

14 9]

0+ +0 < 5

(2) &) +---+0;,_,=0.
Par définition, il y aRy tels vecteurs. O

Remarquel3. — D’aprés des calculs effectués par le rapporteur de cet article, les poly-
némes/,, sont irréductibles poun < 14. Pourn < 11, le groupe de Galois associé est le
groupe symétrique; le discriminant du corps de nombre correspondant n’est divisible que par
des nombres premiegs< 2n et, en particulier, toujours par le plus grand de ceux-ci.

2.2. Expression analytique des moments négatifs

On déduitimmédiatement du lemme 4 et de la proposition 11 le

LEMME 14. — Pour toutz € [0, 1[ et toutn € N,

=1|~

2
/1+ (1—#%)z]" V4 —t2dt
0

/2
4 n
:—/[1+x—4xsin29} cos? 6dé.
T
0

Remarquel5. — Il résulte immédiatement de ce lemme éyier) > 0 pour toutz € [0, 3.
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2.3. Expression hypergéométrique des moments négatifs

On donne une expression dg en fonction d’une série hypergéométrique. Commencgons par
rappeler la définition des séries hypergéométriqueséSoit ; on définit pour tout naturel entier
n le complexe

Sin=0;

©n =" (€+i) sin>o.
1=0

Soient alors:, b etc trois complexes aveec ¢ N. La série hypergéométrique associég &, ¢
est

400 n
F(a,b,c,z)zz Mz_

— () nl

Cette série est convergente pour< 1. SiRec > Reb > 0 etz ¢ [1,+00[, on a I'expression
intégrale suivante [4, 9.111]

1
(6) F(a,b,c,z)= /ub L )1 —uz) "% du
0

qui fournit un prolongement analytique de- F'(a,b, ¢, z) aC \ [1, +00[. On aura aussi besoin
de I'égalité [4, 9.131.1]

@) Fla,b,e,2)=(1—2)~ "F<a,c—b,c,%).

On montre alors le

LEMME 16.— Soientn € N etz € [0, 3[. Alors

fn(@) = (1+x)"F(—n71 2 4—”5)

2" 714z

Démonstration. -En remarquant que

1
™
0

on a I'expression donnée dans le lemme grace a (6).

) (1—u)2u=12duy

2.4. Estimation asymptotique des moments

Dans cette partie, on montre le corollaire A puis le corollaire B.

On notex,, = ﬁ avecp premier. Ainsi, pour tout premigron a

<

~ N
Wl

Tp <
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De I'expression

w/2
4 n
by(z)=— / (142 —4zsin®6)" cos® 0 do
Y
0
on déduit
bn(zp) < (1 +2p)"
puis
ln(xp)
(8) m J] /== <o
pEP (1+p)
nry>1
On fixe
_ 1+,
8+ Day’
On adonc, pounz, > 1,
3 T
I —< —.
V56 2
On a alors, toujours pourz, > 1,
/2

4 4 4 "
ﬂ =— / <1 _ 2 sin? 9) cos20do
1+z,) ) 14z,

2 1 "1+, 1
>E<1_2(n+1)) \/4xp \/2(n+1)'

En notanty, (p) le membre de droite de la derniére inégalité, on a

n [T am= > [m%Jr"ln(l_ﬁ)]

peEP peEP
nry>1 nry>1
9) 41 > | 4241 —In(n+1)| =0 ——
2 b P mn B Inn
peEP
nry>1

grace au théoreme des nombres premiers. On déduit de (8), (9) et de

In H (1—|—xp)”:nlnlnn—|—nln<(3)e’y —|—O< ! >

5 -
P ¢(2) Inn
ne,>1
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que
B ¢(3)e n
In H ly(zp)=nlnlnn +nln ROE +0 o )
pGPl
nTp>

Enfin, on estime la contribution des grands premiers. Puigg(® = 1, on a, pour tout réet
tel quel < nx < 1, les égalités

2

lo(z) — 1= %/{[1+ (1—)z]" —1}v4—t2dt

0
2
- E/(l —#2)V/4—12dt + O(n?2?).
™
0

Or,

2

/1—t2 JV4—t2dt=0

0

m J] fn(xp)zzm[l—i—()(Z—j)] :o(%).

peEP p=>n
nr,<l

donc

Le développement

Inn

In M —nlnhnn—i—nlni —i—O(L)
- ((2)?

résulte de la proposition 11 et la preuve du corollaire A est achevée.

Le corollaire B résulte, par I'absurde, de la minoration : s'il était faux, on pourrait construire
une sous-suite deV/_,,(N))nven dont la limite serait majorée p&r™ et serait donc différente
deM_,,.

3. Momentsde L(f,1) et nombresde Catalan

Si f € H(N), si f(n) est some coefficient de Fourier, on défink;(n) = f(n)n(!=%/2, La
fonction L de f est définie par

+oo
= Z Af(n)n~

Cette série, définie suRes > 1, admet un prolongement en fonction entiére et vérifie une
équation fonctionnelle qui confére a la barf{de= C: Re s €10, 1]} le statut de bande critique.
On appelle facteur harmonique le réel

rk—1 12 ¢(2)
(4m)*=1(f, f) ~ (k—1)N L(sym? f,1)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE
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ou (f, f) estla norme de Petersson fi§l3, §2.1]. On a alors la formule de Petersson (voir, par
exemple, [13, Proposition 1]) : pour tout entierpremier aN,

9w(N)
p1(N)

a > wN(f)/\f(m)zé(m:1)+O<(mN)8m1/4N_1+
JfeH(N)

S(m = 1)).

Le choix dem = 1 montre que le facteur harmonique permet de définir un opérateur de moyenne.
En particulier, sin € Z, on appelle moment harmonique d’ordrele L(f, 1) le réel

fEH(N)

Remarquel?. — L'étude des moments harmoniques est naturelle dans le cadre de 'analyse.
Des techniques ont été développées pour passer des moyennes harmonigues aux moyennes
naturelles (voir en particulier [10] et [7]) et semblent prouver que lintroduction du poids
harmonique est neutre.

On aalors le

LEMME 18.-Soitn > 1 un entier. La suitd H_,,(N)) ycar @dmet, lorsquéV tend verstoo,
une limite H_,,. Soita € N, on définit

aj...a;

Fn(a) = {deN“‘lz d; | (m,ai+1), Vie[l,n— 1]}

puis, pour toutr € N,

ho(r)=" > [Im@nt@b)® > 1

a,beN" i=1 deF,(a)
detab?=r deta=det d?

On a alors,

“+o0
h_
oo, =3 )
=0 r
Démonstration. -ta preuve suivant pas a pas celle de [13, Théoréeme 1], on omet les détails.
Sin > 0 est un parametre réel fixé suffisamment petit, on définit I'enseBIEV; n) par

{feH(N);L(f,s)#0,Vs=0+it, o >1—n, |t|<1n3]\7}

et H=(N;n)=H(N)\ H(N;n). Grace a un théoréme de Kowalski & Michel (généralisant
un résultat de Linnik pour les caractéres de Dirichlet) [11, théoréme 1], il dxisté absolue

telle que#H~(N;n) < N". Cela permet de ne calculer les moments que sur un ensemble de
formes primitives respectant umgiasihypothése de Riemann. Pour toust ¢ réels positifs
assez petits, on a alors, pque H*(N;7n),

+o0 (*n)(r)

L(f )™=

r=1

exp(—r/N“) + O(NE_“"/Q)
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ou )\57") est défini par

+oo
L(f,s)™" = Z /\g:n) (ryr—2,
r=1

autrement dit (voir, par exemple, [10, lemme 9]),

_n . deta
= 3 [Tseon(ab)? ) v ()
a,beN" i=1 deF,(a)

detab?=r (d1,N)==(dn-1,N)=1
(blvN):'”:(bnaN):l

On acheve la démonstration grace a (110
On obtient alors le

LEMME 19.-Soitn > 1 un entier. Pour tout entier > 0 on définita,, (¥) comme le cardinal
de I'ensemble des triplets de vectes 3,6) de{0,1}" x {0,1}" x {0,1}"~* vérifiant

(1) pourtouti € [1,n],0 < a; + 5; <1,

(2) pourtouti € [1,n — 1],

51’ < min(al =+ +Oél' - 251 — e — 25i,1,ai+1),

3) tr(a+28) =v,
(4) tra=2trd.
On a alors

n pl/

peP v=0

Démonstration. Par multiplicativité, on obtient la formule énoncée avec

)= > (=) > 1.

a,B€{0,1}" ScNn—1
tr(a+28)=v d;<min(ar+--+a; —2(d1+-+0i—1),0i41)
0o +6:<1 tra=2tré

Larelationtr e = 2tr § implique (—1)™ > =1 d’'ou le résultat. O
On déduit du lemme précédent la

PROPOSITION 20. — Soitn € N. Soits,, le polyndme
n/2 n
- Y24

Jj=0

Alors

ST 5

peP

Démonstration. -Dans la définition de,, (), on notej le nombre d'indices tels quen; = 0.
On a alorsy; = 1 pour lesn — j indices restants. Ainsi,
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—(n it _v—(n—j) " i
an<u>—;(j)#{ﬁe{o,1}.t === wn-4)
— - n n—j. r _I/_j .
—;(j)#{ﬁe{&l} wp="7 )
avec
AG)=#{6€{0,1}7"" §; <min(i — 20y — -~ —28;_1,1), Vi€ [1,5 — 1] 2trd = j }.

En notant que\(j) = 0 si j est impair, on pose
a(j) = A(2j)
pour obtenir

- () ()

0

= (1) S (5o ()

Jj=0

<

On a ensuite

Une fois qu’on a remarqué qug (v) = 0 si v est impair, il reste & montrer quéj) = C;. C’est
I'objet du lemme suivant. O

LEMME 21.-Soitn > 1 un entier et
an)=#{6€ {0,111 6; <i—2(61 4+ 6;—1), Vi€ [1,2n—1] trd =n}.

Alorsa(n) = C,,.

Démonstration. -On remarque que les conditions

Oon—1 <2n—1—2(61 + -+ + d2n—2)
et
01+ +0m_1=n
impliquentds,—1 = 1. Onadonex(1l) =1 et, sin > 2,
a(n) =#{6€{0,1}*" % 6; <i—2(01 +-- +6i—1), Vi€ [1,2n 2] trd =n—1}.

Par changement = 25, — 1 (puis modification de notations) on obtient

146

a(n) :#{ae {(=1,1}>"7 2 614 +6; < T Vie[1,2n— 2] ms:o}.

Autrement dit, on compte les chemiasvérifiant
(1) le cheminrelig0,0) & (2n —2,0);
(2) les passonfl, 1) et(1,—1);
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(3) le chemin reste sous I'axe des abscisses;
(4) laregle (3) peut étre violée mais le chemin ne dépasse alors I'axe des abscisses que par
des pointeg1,1), (1,—1).
Soit: un entier impair, il n’existe pas de chemin religft0) a (¢,0) et respectant la régle (2).
L'abscisse de la premiére pointe d’'un chemiflorsqu’elle existe) est donc paire eton a

n—3
a(n)=Cp + Z Cian—i—1)+Ch_;.
i=0
En notant
—+oo
Ax) = Z ai)z’
i=0
et, puisquex(0) = (1) =Co=Cy ona
1
Alz) = 1—zC(x)’

Il résulte alors de la valeur d& que A = C puis quen(n) = C,, pour toutn. O
On déduit immédiatement du lemme 6 et de la proposition 20 le

LEMME 22.— Pour toutxr € R ettoutn € N, on a

2 w/2
1 2
sn(gc):%/(1+tx)”\/4—t2dt:; / (1 +22sin6)" cos® 6 dé.
—2 —m/2

De ce lemme, on déduit le
LEMME 23.— Pour toutn € N et toutz € [0,1/2],

n 3 4z

Démonstration. e changement de variable

0 = Arctan —2+t
2—t
conduit a
1 / 16 i 4 "
—/(1+t:c)”\/4—t2dt:—(1—295)”/ 1— —2 sin2¢ (1 —sin® @) sin®f.df.
2 T 20 —1
- 0

On conclut griace au changement de variablesin? § et & (6) que

3 4x
n =(1-2z)"F( — PRI .
sn(x) =( x) ( n232x_1)

Enfin, le résultat énoncé est donné par (7
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Le corollaire C se démontre alors comme le corollaire A (voir §2.4) avec

3(1+2x,)
I S T
p
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