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— Fonctions L des caracteres de Dirichlet quadratiques —

Soit d € Z un discriminant d'un corps quadratique.

On note y 4 le caractére de Kronecker modulo d.

C’est la fonction sur les entiers strictement multiplicative, nulle sur les nombres pre-
miers divisant d et donnée sur les nombres premiers ne divisant pas d par

1 sip=2etd=1 (mod 8)
xd(p) =4 -1 sip=2etd=-1 (mod 8)
#{er/pZ:xZ:d (mod p)} -1 sip#2.



On définit )
Xd(p) |

pS

1-—

i 7 = Z)(d(n) I
peP

pour Res > 1
— pas de zéro pour Res > 1.

Prolongement en fonction entiere.

Equation fonctionnelle reliant L(s, y4) a L(1 - s, Y 2)
— pas de zéro « non triviaux » pour Res < 0.

Bande critique : 0 < Res < 1.

HR(d) Hypothese de Riemann pour L(s, y 4) : les zéros de L(s, y 4) de la bande critique

sont sur 'axe critique

1
Res=—.
2



— Théoréme de Dirichlet —

Le nombre de classes d'un corps quadratique de discriminant d est

sid<0 @
h(d) = =2 V=dL(1, ya)
27T
avec
2 sid<-4
w(d)=X4 sid=-4
6 sid=-3
sid>0 Va
d
h(d) =6(d)—L(1, ya)
Rq
avec

5(d) = 1 sile corps aune unité de norme —1
|2 sinon

et R; est le régulateur du corps.



— Encadrement conditionnel de Littlewood (1928) —

Si HR(d) est vraie, alors il existe une fonction d — &(d) de limite nulle en +oo telle que,
pour tout discriminant d,

2
¢ <L, xq) < [2+e(d)]e’loglogld|.
e¥ loglog|d|

[%+£(d)




— Nombre de classes des corps quadratiques imaginaires —

L'encadrement de Littlewood et le théoreme de Dirichlet impliquent, si HR(d) est
vraie I’encadrement

(2) v-d
meY loglog|d|

[l+£(d)

Y
: < h(d) < [2+8(d)]%\/—dloglog|d|

pour d < —4.

Corollaire Il n'y a qu'un nombre fini de corps quadratiques imaginaires de nombre
de classes donné.



Un résultat conditionnel et effectif est le

Théoreme Pour tout discriminant d < 0, on a

1
h(d) = ——0(d)log|d
(D= 17507 081!

avec

9(d)=H(1—;‘;ﬂ).

pld —1

Remarque La démonstration de ce théoreme fait intervenir la théorie des formes mo-
dulaires (Goldfeld 1976, Gross & Zagier 1983, (Esterlé 1985) via la construction d'une
forme modulaire primitive dont la fonction L s’annule a I’ordre au moins 3 au centre
de la bande critique.

Remarque Fixons € > 0. Un théoreme de Siegel (1936) affirme 'existence de C > 0,
non effectivement calculable telle que, pour tout discriminant d, on a h(d) > Cd'/?7¢.



— Nombre de classes des corps quadratiques réels —

Obtenir une minoration du nombre de classes d’'un corps quadratique réel via le
théoreme de Dirichlet exige la connaissance d’'une bonne majoration du régulateur.
Cela semble hors de portée des techniques actuelles.

On ne sait pas (méme en admettant les hypothéses de Riemann pour les fonctions
L(s, xq)) s'il existe un nombre fini de corps quadratiques réels de nombre de classes
égalal.

En utilisant la minoration triviale R; > log d I'’encadrement de Littlewood et le théo-
reme de Dirichlet impliquent que, si HR(y) est vraie, alors

oyellors
hd) < 22984 /0
logd



En 1977, Montgomery & Weinberger on montré (inconditionellement) 1'existence
d’une infinité de discriminants d > 0 tels que

o laeg)
hd) > —2984 /5



— Valeurs extrémales de L(1, y ) —

En 1949, Chowla a montré I'existence d’'une infinité de discriminants d tels que

L1, xq) = [1+e&(d)]e’loglog|d|
rappel : HR(d) = L(1, yq) < [2 + &(d)] e’ loglog|d)|

et d'une infinité de discriminants d tels que

¢(2) 1
e’ loglog|d|
¢(2) 1

e¥ loglog|d|

L1, xq) = [1 +&(d)]

1
rappel : HR(d) = L(1, xq) = P +e(d)

d — €(d) est une fonction de limite nulle en +oo.



— Quantification —

On note Y (x) I'’ensemble des discriminants d € Z tels que |d| < x.

6
#P(x) = —2x+O(x1/2).
iA

En 2003, Granville & Soundararajan ont montré que pour x assez grand on a les ma-
jorations

¢ logx
#{lde2(x): L(1,x4) = e loglog|d|} = —e ¢ 10( )}
#9D(x) td€2(0): L1, xa) > e"loglog|dl} exp{ ¢ loglog x i loglog x
((2) 1 } { _c logx ( 1 ) }
——#1de€D(x): L(1,xq) < > = O
#9(x) { €2x): L xa) e’ loglog|d)| e loglog x ¥ loglog x

1 d +00 d
C:f tanhy—y+f (tanhy—1)7y =~ 0,82.
0 1

y



— Modele probabiliste de Granville & Soundararajan —
Pour démontrer le résultat de quantification précédent, Granville & Soundararajan
ont utilisé le modele probabiliste suivant.
Pour tout nombre premier p, on définit une variable aléatoire X, avec les regles sui-
vantes :

r Prob(X, = 1) = i
2(p+1)
Prob(X, =-1) = -
1
Prob(X, =0) = ——
p+1
L p # q = X, et X, sont indépendantes.

On considere alors la variable aléatoire

1——

L1,X) =[] ;

-5

peZ

N.B. Montgomery & Vaughan(1999) sont a l'origine de la démarche de Granville &
Soundararajan. Ils ont introduit une suite de variables aléatoires indépendantes telles

que Prob(X;,, = —-1) =Prob(X, =1) =1/2.



Le role de X, est de mimer d — y 4(p).
Ayant fixé p un nombre premier impair, on regarde d (mod p?).

Puisque d est sans facteur carré, d appartient al’'une des classes 1, 2, ..., p>—1 modulo

p°.

— p? —1 classes.

Pour les classes p, 2p, ---, (p—1)p,on a y4(p) =0.

— p — 1 telles classes
p—1 B 1

p2—-1 p+1

— proportion

Pour la moitié des p(p—1) classes restantes, on a y 4(p) = —1 et pour 'autre moitié, on
ayaqalp =1.

plp-1) __p
2(p2-1) 2(p+1)

— proportion



Granville & Soundarajan montrent alors qu’on a uniformément

6
> L(,xa)*=—xEsplL(L,X)*]+0 xg EsplL(1, X)®¢?]
deD (x) T log” x
d¢é(x)

uniformément dans la région complexe

- log xlogloglog x
~ e2loglogx

Le sous-ensemble &(x) de 2(x) est de cardinal inférieur a /x.



— Formes modulaires —

Si N = 1 est un entier, on note I'o(N) le sous-groupe de SL(2, Z) défini par

FO(N):{(Z Z)ESL(Z,Z): c=0 (mod N)}.

Si k = 2 est un entier pair, une forme parabolique de poids k et de niveau N est une
fonction holomorphe
f: A :={zeC: Smz>0} —-C

telle que

b
(1) V(?Z)€T0(N),f(az+

cz+d

) =(cz+d)*f(2),Vze A;

(2) z— (Sm2)*?|f(2)| est majorée sur 7.



Une forme parabolique admet un développement de Fourier

+00
f(z)= f(n) exp2innz).

n=1

L'ensemble S(k, N) des formes paraboliques de poids k et de niveau N acquiert une
structure d’espace hermitien lorsqu’on le munit du produit de Petersson

__ .dxd
(f,g)zf fDg@y 5.
To(N\A y

Une approximation de sa dimension est

dim S(k, N) = % [SL(2,Z): To(N)] + O(N'/?%¢)

avec

1
[SL(2,2): T'o(\N)] =N [] (1 + —).
peP P
pIN



— Formes anciennes et nouvelles —

Lorsque d et N’ sont deux diviseurs de N tels que N’ < N et d | %, etsi f e S(k,N')
alors z — f(dz) est une forme de S(k, N). Lespace engendré par de telles formes est
appelé espace des formes anciennes. Son orthogonal est I'espace des formes nou-
velles.

— Opérateurs de Hecke —

Pour tout n € N*, on définit le n® opérateur de Hecke par

Tl’l . S(k,N) — S(k;N)

iof(m)ezmmz . -EO y dk lf(m_) eZinmz.
m=1 m=1 | d|(m,n) z

(d,N)=1

Les opérateurs de Hecke commutent et sont presque tous autoadjoints : si (n, N) = 1
alors T, est autoadjoint.



— Formes primitives —
Une base orthogonale privilégiée de I’espace des formes nouvelles est I'ensemble des
formes primitives. On note H, (N) cet ensemble. Les formes primitives vérifient
(1)
+00 .
f(Z) — Z Af(n) n(k—l)/ZeZJnnz :
n=1

@) ArM)=1;
3) Tnf =Ap(mn*V2f vpeN*;

(4)
Armasm= ¥ Ag(=5)
d|(m,n)
(d,N)=1

B) Ar(p)e[-2,2] (peP).



Soit f une forme primitive de niveau N et poids k.

Pour p € &2 ne divisant pas N, on a Af(p) € [-2,2] et il existe Hf,p € [0, ] tel que

Af(p) =2cosby , = xsilgOf p)]

ou ys; est le caractere de la représentation standard de SU(2)

St : SUR) —  GL(C?

Cc? - C?
bt = x — Mx
et
el? 0
g =( 0 e—i@)

décrit les classes d’équivalences de SU(2) lorsque 6 parcourt [0, 7].



La relation de multiplicativité sur les valeurs propres de Hecke s’écrit alors

sin(v+1)6

Af(pv) = Xsym"” [g(ef,p)] = Sing

ol ysym estle caractere de sym", la composée de la puissance symétrique v° de GL(2)
et de la représentation standard de SU(2).

ivl
i(v—2)0
sym” g(0) =

—ivl



— Fonctions L —

Si p est une représentation d’'un groupe compact G, on pose, pour tout g € G,

D(X,p,g) =det[I-Xp(g)] .

En particulier, pour G = SU(2), on pose

D(X,sym™, g) = det [T- Xsym™(g)] "



Soit N un entier sans facteur carré, f une forme primitive de niveau N et poids 2 et
m = 1 un entier, sa fonction L de puissance symétrique m® est

Lis,sym™ f) = [] D[p~5,sym™, g@0y,,)] [1 [1-Ar(p™p™*] "
peEP peEP
pIN pIN

Ce produit eulérien converge pour Res > 1.
On note L(s, f) plutdt que L(s,sym! f).

HR(sym™ f) Hypotheése de Riemann pour L(s,sym™ f) : les zéros de L(s,sym” f) de
la bande critique sont sur I’axe critique

1
Res=—.
2

Sauf mention du contraire, on n’utilise pas cette hypothese dans la suite.



On va faire sur ces fonctions deux hypotheses qui ne sont des théorémes que dans un
petit nombre de cas et sont 'objet d'une recherche tres riche en théorie des formes
automorphes.



Pour toute forme

— Fonctorialité —

f € H,(N), il existe une représentation parabolique autoduale de

GL;u+1(Ag) dont les facteurs L locaux coincident avec ceux de L(s,sym” f). Posons

Loo(s,sym™ f) =

-

\

S i ;
n_S/ZF(—)Z” [Tem) s+ si m =2u avec u pair
2)” i
—+n2 - (SH Su T —s—] o o e : :
im r 2" 1]@m)™*"/I'(s+j) sim=2uavec uimpair
2 )7 i
2l H(Zn)_s_f_llzl"(s+j+§) sim=2u+1.
j=0

Alors, il existe e(sym” f) € {—1,1} tel que

N™S2[ (s, sym™ f)L(s,sym™ f) =

e(sym™ FNTA=92L (1 —s,sym™ f)L(1 —s,sym™ f).



Cette hypotheése est connue pour

— m=1 (Hecke?)

— m =2 (Gelbart & Jacquet, 1978)
— m =3 (Kim & Shahidi, 2002)

— m=4 (Kim, 2003)

Pour m € {5,...,9}, Kim & Shahidi ont démontré I'’équation fonctionnelle et un pro-
longement méromorphe a C.



— Zéro de Landau-Siegel —

Hypothese Il existe une constante A;, > 0 ne dépendant que de m telle que pour toute
f € H; (N), L(s,sym™ f) ne s’annule pas sur l'intervalle réel [1 - A,,/log(2N), 1].

La justification pour cette hypothése est que 'on sait établir, pour les fonctions
L(s,sym™ f) et en admettant I’hypotheése de fonctorialité, des régions sans zéro de
la forme

Cm
log2(N|Sms| +1)
privée d'un éventuel point réel appelé alors zéro de Landau-Siegel.

Res=1-—

Ayant fixé N, si le zéro de Landau-Siegel existe, il n'existe que pour une seule des
dim H; (N) fonctions L(s,sym f).



Cette hypotheése est connue pour

— m =1 (Hoffstein & Ramakrishnan, 1995)
— m = 2 (Goldfeld, Hoffstein & Lieman et Hoffstein & Lockhart, 1994)
— m =4 (Ramakrishnan & Wang, 2003)



— Conséquence des hypotheses —

On fixe m. Il existe des réels C,, > 0, D;;, > 0 ne dépendant que de m tels que les
inégalités suivantes sont vraies.

Pour tous les N sans facteur carré tels que ’hypothese de fonctorialité est vraie alors

m+1

L(A,sym™ f) < D, (logN)

pour toute f € H; (N).

Pour tous les N tels que les hypotheses de fonctorialité et d’absence de zéro de Siegel
sont vraies, alors
L(s,sym™ f) = Dy, [log(Nls|+2)] "

uniformément sur Res = 1 pour toute f € HJ (N).



— Un résultat de densité (Kowalski & Michel, 2002) —

On fixe m. Il existe des constantes A;, > 0, B, > 0 et C,;; > 0 telles que le résultat
suivant est vrai.

Soit N sans facteur carré pour lequel les hypotheses de fonctorialité et d’absence de
zéro de Siegel sont vraies.

Pour T = 1 et 0 > 3/4, on définit N(sym”™ f;0,T) comme le nombre de zéros de
L(s,sym™ f) dans la région

Res=o, |1Sms| < T.

Alors
Z N(Symmf;a, T)< A, TBm pjCm(1-0)/20—-1)
feH; (N)



— Moments complexes de L(1,sym™ f) —

En généralisant des travaux commencés par Luo (1999 et 2000), que j’ai poursuivi
d’abord seul (2001, 2003) puis en collaboration avec Wu (2005, = 2004) puis Habsieger
(2005), Cogdell & Michel ont étudié les moments complexes de L(1,sym” f) (2004).



On fixe m = 1. Il existe des réels ¢ > 0 et 6 > 0, ne dépendant que de m tels que le
résultat suivant est vrai.

Pour tout entier N

— sans facteur carré

— tels que les hypotheses de fonctorialité et d’abscence de zéro de Siegel sont vérifiées
— sans diviseur premier inférieur a (log N)*/3

pour tout complexe z tel que

log N
1zl =c )
loglog Nlogloglog N
ona
L(1,sym™ f)* =
feHZ;(M an(f, HeN)
H D(p—l’symm,g)zdg_i_O(e—élogNlloglogN).

pepJSUR)



On fixe € > 0. Cogdell & Michel déduisent de leur résultat I’existence d'une infinité
d’entiers N pour lesquels il existe f € H, (N) et g € H; (N) vérifiant

LA,sym™ f) = (1 — ) (e’ loglog N) "1
HR(sym™ f) = L(1,sym™ f) <, (loglog N)"**! pour toute f € H; (N)

et
L(1,sym™g) < (1 +&)e” V™" (loglog N)~ ™"
HR(sym™ g) = L(1,sym” g) >, (loglog N)~ %™ pour toute g € H; (N)
avec
" ~sin[(m+1)0]
sym”" = — min ,
0€[0,7] sin®

et

, B sym”
] D(p~!, sym™, .
e (ggsltllr(lm (p—sym g)) " p ]

sym”! = ysym” - 3
peP




Le travail de Cogdell & Michel s’adapte au cadre des caracteres de Dirichlet quadra-
tiques, en remplagant SU(2) par Z/9 .

Les résultats n'ont pas la méme précision en raison de I'absence de résultats sur les
sommes tres courtes de coefficients de formes primitives.

Dans le cas des caracteres de Dirichlet, un résultat de Graham & Ringrose permet de
majorer des sommes courtes de Dirichlet lorsque le module n’a que des petits facteurs
premiers.

Théoréme de Graham & Ringrose Soit y un caractéere non principal de conducteur
q tel que g/ (4, q) est sans facteur carré et si p est le plus petit diviseur premier de g,
alors

2/L
Z () < Nl—f/(sL)pl/gql/wL) (Z 1)
n<N dlq

pour tout £ € N et avec L= 2°.



Le point de départ de Cogdell & Michel est d’écrire

+00
D(X,sym™, g)*=)_ A;’;nm(g)XV.
v=0
Puisque g — A% Symm(g) est centrale, on a

z,V
Agymm (8) = Z usymm symm Xsymn’ (8)

avec

z,V

_ zZ,v
: T LU(Z) Asymm (&) Xsymm' (8) -

sym’?,sym



En particulier,

+00
D(X,sym™, g)*dg = o XY
- ym"™, g)*dg V;Ousym oymd

1
=1+7 {[FrSc(sym™)z]* + FrSc(sym™) z} X* + O(X°)

avec

FrSc(sym”) = f

S X'sym? sym™ (8) — X a2 sym’ (8)dg



— Lien entre valeurs au bord et valeurs au centre —

Sous les hypotheses du theoreme de Cogell & Michel, j’ai montré en collaboration
avec Jie Wu (= 2004)

N 1 .
f€%(1\f)4n(f,f)(,0(N)L(§’f)L(l’SYm ) =

H D(p—l/Z’ St, g)D(p_l,Symm,g)z dg + O (e—ﬁlogNlloglogN) .
per JSU@)



Les méthodes utilisées sont du type de celles développées par Cogdell & Michel qu'on
rejoint en utilisant I'égalité

(; f) [1+&(f)] Z Af/(_n) exp (—271\/%\[).




D’autre part, sous les mémes hypotheses, on démontre

L(1,sym? f)L(1,sym™ )% =
fe,{z;mztn(f,f)cp(m et A

H D(p_l,SymZ, g)D(P_l,Symm, g)Z dg + O (e—6IOgN/10glOgN) .
peJSUER)



On déduit des deux égalités précédentes que, lorsque N — +oo,

N 1 2m z _
fEHZ;(man(f,f)cpu\nL(i’f )LU’SYm H

I y
€@ peirz 4 NV

L(1,sym® f)L(1,sym*™ f)*.



Le résultat précédent résulte de 1’égalité

D(p~'',st,g)D(p~",sym*™, g)*dg =
SU(2)

1 _ _
(1——2) D(p~%,sym?, g)D(p~ !, sym?™, g)*dg.
p SU(2)



+i0

Soit g € SU(2), on note e~"" ses deux valeurs propres. Alors

1 Osin(k+1)8 t°

=), === xk,
1-2(cosf)X + X2 k;o sinf kgoxsymk(g)

D(X,St,g) =detd-Xg) ' =

D’autre part,

+00
D(X,sym",g) =} A%, (&)X’
v=0
d’ou
i PP S PE Sy g g = X | A (8o (8
1

zZ,V
v+ k/2'usym2m,symk°

- ¥

(k,v)eN?2 p




zZ,V

Le calcul explicite de H oymem symk

montre que cette quantité est nulle si k est impair.
Ainsi,

Too 2k(g)
D(p~2,8t,9)D(p~!,sym?™, g)*dg = e b

- D(p_l,symzm,g)zdg.
SU) SU@j=0 P

Ensuite,

+00 ,p  too " . 1+ X*
lcz::oXSWHZk(g)X = ICX::OXsymk(g) [X™+(=X)"] = (1- e2i9X2) (1 - e-2i9X2)

= (1-XYHD(X? sym?, g)

de sorte que

D(p~'2,st,g)D(p~",sym*™, g)*dg =
SU(2)

1 _ _
(1——2) D(p~ %, sym?, g)D(p~!,sym?™, g)*dg.
p SU(2)



— Chemins de Riordan —

Un chemin de Riordan d’arrivée h est une suite de points de Z>

— de premier terme (0, 0),

— de dernier terme (#,0),

— chaque point estimage du précédent parD: (x, y) — (x+1,y—1),P: (x,y) — (x+1,y)
ouM: (x,y)— (x+1,y+1),

— aucun point n'est d’ordonnée strictement négative,

— saufs’il est'image de son prédécesseur par D et s’il se transforme en son successeur

par M.




— Nombres de Riordan —

On note Ry > le nombre de chemin d’arrivée h et on définit Ry = 1 puis R; = 0.

La série génératrice des nombres de Riordan est alors

2
l+x+V1-2x—3x2

+00
Z thh =
h=0



— Interprétation combinatoire des moments négatifs —

En 2001, jai donné l'expression suivante des moments entiers négatifs de
L(1,sym? f),

Soit ,
_ bi---b;
éan(bly---)bl’l): (dl)---)dn—l)ENn 1: dl | (;rbl’-i-l) ’
di---di
soit
m_p(r) = Y playbycr) -~ pl@nbpcy) p(by) - -~ u(by)
(al,...,an,bl,...,bn,cl,...,cn)€N3”
ay-an(bybp)*(c1cp)®=r
X Z 1
(dh,...,dn-1)€ER(ay by,...,a1,by)
dy--dp-1=a1by-+-anby
alors N
N _ X m-_y,(r)
lim L(A,sym* )™=y —2 7
N—>+oof€HZz*(N) an(f, fle(N) ,;1 r

NB. La limite est prise sur les entiers N sans facteur carré et sans facteur premier
inférieur a log N.



La présence de la fonction u permet une étude combinatoire (2003) et conduit a

N
1. n __
NiTme%(m4n(f,f)¢(m st 6(3)”1;[ (p +p+l)

avec

Cn(x) = Z( 1) ( )th

NB. La limite est prise sur les entiers N sans facteur carré et sans facteur premier
inférieur a log N.



— Interprétation combinatoire des moments positifs —
En 2001, j’ai donné I'expression suivante des moments entiers positifs de L(1,sym? f),

Soit ,
~ by -+ b
gﬂ(bl)“-)bn): (dl)-“)dn—l)ENn 1: dl | (#rbi+l) ’
di---di-
soit
mu(r) = Z Z 1
bi,...by, (di,...,dn-1)€Ey(by,...,by)
bl---bn:r dl-"dn_l:r
alors
N X my(n)
lim L(1,sym” )" = .
N—too feHZ;(M an(f, o) L

NB. La limite est prise sur les entiers N sans facteur carré et sans facteur premier
inférieur a log N.



En 2005, on a montré avec Habsieger le résultat suivant.

Soit n =0, alors

' N {(2)3n+2((3)n —-p
1 —— N
NiTme%(M4n(f,f)¢(m o) o

Linterprétation combinatoire est plus délicate que pour les moments négatifs. Dans
le cas des moments négatifs, la fonction u restreignait les domaines de variation des
indices. La preuve dans le cas des moments positifs fait intervenir les chemins de
Dyck et un décompte par statistiques fixées.

NB. La limite est prise sur les entiers N sans facteur carré et sans facteur premier
inférieur a log N.



— Chemins de Dyck —

Soit m = 1 un entier. Un chemin de Dyck d’arrivée m est une suite de points de Z>

— de premier terme (0, 0),

— de dernier terme (m,0),

— chaque point est image du précédent par M : (x,y) — (x+1,y+1) ouD: (x,y) —
(x+1,y-1),

— aucun point n'est d’ordonnée strictement négative.

(0.0) (. 0)

On note 9,, 'ensembe des chemins de Dyck d’arrivée 2m. Un tel chemin peut-étre
représenté par une suite de 1 (pas montants) et de —1 (pas descendants).



— Statistiques —
Soit D un chemin de Dyck d’arrivée 2n. On suppose que D est associé a la suite
(G i1<i<2n-

On définit DBR(D) comme le nombre de double pas montants :

DBR(D) =#{i€[1,2n—-1]: (6;,6+1) = (1, 1}.

On définit RET(D) comme le nombre de retours de D, ie. de pas descendants arrivant
sur I’axe horizontale :

RET(D) :#{ie (1,2n]: ) §; :o}.

j=1

On note LD(D), et on appelle derniere descente, la longueur de la derniere suite de
pas descendants de D :

O2n=02p-1= " =02n-1D)+1 = ~1 et Ozp-1D) = 1.



(1’_1’ 1’1’1’_1) 1)_1)_1)1)

n=6, DBR=2,
RET=2, LD=2.

_1,

-1)

(12,0)



Soit
+00
A(xyyr t) = An(ny/)tn
n=1
ou
An (x, J/) — Z xRET(D) yDBR(D).
De9,,

On montre

2—X—Xt+Xxyt— 1-20+y)t+(1—y)2¢r?
Alx,y,1) = 2o X2 XA XY xV/1-20+pyt+1-y) |

2(1—x—xt+XxXyt+ x21)



Cette fonction intervient de la facon suivante. On montre que

+00 1
Z My (1) :((z)n—l l_[ S, (0,_)
r=0 T peP p
avec
n—-1
Snla,q) = Y [] (g%l 4 ... 4 goit@in),
(@o,a1,..., )N =0
ap=a
a,=0
On calcule
Sp+1(a, q) = A= a)a- qz)nzn[a](q)
avec

LD(D)-1

1— 2
Salal@= Y (l_q)RET(D)—quDBR(D)( 267 )
DeDy 11 q

o a
o) -1]7



On a en particulier

>,[0l(g) = Z (1- q)RET(D)—quDBR(D).

D€@n+1
LD(D)=1

On va enlever la condition LD(D) = 1.



Il existe une bijection

@:{DEDy1: LDD) =1} — 9,

telle que RET (¢(D)) = RET(D) — 1 et DBR (¢(D)) = DBR(D).




Lexpression de X,[0](g) devient alors

>,[0](q) = Z (1- q)RET(D) qZDBR(D)
De9,,

=A,(1-q,9%

puis

Sn:100,q) = A,(1-q,q°).

1-g)"(1-gH)"
Cette expression permet d’obtenir une expression intégrale de S,,+1(0, ) puis d’ obte-
nir le résultat compte-tenu de

1 2
Rh:—f (= 1D"V4a-r2dr
7 Jo

qui mene a

4 /2
?,(x) :;f [1+ x(1—4sin®0)]" cos®0do.
0



— Une preuve combinatoire du lien entre valeurs au bord et valeurs centrales —
Linterprétation suivante a été obtenue en collaboration avec Jie Wu ( = 2004).

On rappelle que
1 by---b; 2 .
gn(bl,---,bn)3: (dl»---,dn—l)EN . dll —1bi+1 ,VlE[l,n_l] ’
di--d;_q
et on pose
L d|
w_p(r) = Y [ 1 ntaibiciub) Y T
(al,...,an,bl,...,bn,cl,...,cn)el\l3” i=1 (dy,...dp-1)€En (a1 by,...,an by) |a |

ar-an(by-+-bp)*(c1--cn)>=r
puis

+00 . ( V)
W—n = H Z —w nvp 0
peP v=0 p



On montre alors

N 1
I L=, flLa, ") W,
W Bz 31, D) (2 f ) (L, sym® )7 =¢@)°

On définit ensuite, pour n =0 et k € [0, n]

rp ifk=0

1 ifk=1;
Rk(P) 1= 4 Z p51+...+5k_1 sik>2.

61,0 _1)€{~1,0,1}F~1

{ 01+:-+0;<max(0,0;)

Alors

—n

mis o ( )R (p)(ﬁ)k.

(3)”,9@@ k=0



Pour k =1, on écrit

Ri(p) =: Z Q(k,qpq-
q=—(k-1)

Les entiers &y , sont le nombre de chemins de Z* qui

— relient (0,0) a (k—1, g)

— par des pas (1,-1), (1,0) ou (1, 1)

— ne passant jamais sous 1’axe des abscisses

— sauf éventuellement par un pas montant immédiatement suivi d'un pas descen-
dant.



On compte donc des chemins de Riordan partiels.




On ala relation de récurrence




Cette relation de récurrence mene a

p )k:p%p+D€ ( p )
p

R [ N—
k(p)(p2+p+1 pP+p+1 "\p2+p+1

n+l1 1
) 3D ( Z

ce qui conduit a

N 1
| , L1, sym?* f)" =
N_I’T"ofu;(z\n‘l”(f Ne@) (2 i ) ey

N
((2){(3)"1 I;V"‘l (pz +p+ 1)

puis a
N 1
1 fIL(A,sym? f)~ " =
Nir?mfd;(méln(f Ne@) (2 i ) ey

1
—— lim
¢(2) N—»+oof€HZ;(M an(f, HleN)

L(,sym? f)L(1,sym? f)~".
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