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Qu’est-ce qu’un nombre premier ?
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Une infinité de nombres premiersLa preuve d’Euclide (−325 −265 )
1 Soit p un nombre premier
2 parmi tous les entiers naturels inférieurs à p,sélectionnons ceux qui sont premiers
3 on en fait le produit et on ajoute un

▶ soit le nombre obtenu est premier : on obtient unnombre premier strictement supérieur à p
▶ soit le nombre premier obtenu n’est pas premier, ilest alors divisible par un nombre premier qui ne peutpas être inférieur à p : on obtient un nombre premierstrictement supérieur à p.

Détail de L’École d’Athène par Raphaël (1483–1520) Stanza della Segnatura, Palazzi Pontifici, VaticanPas trop de topologie...
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
1 Pour tous entiers a ⩾ 0 et b > 0, on note Na,bl’ensemble des entiers congrus à a modulo b,c’est-à-dire : Na,b = {a + nb : n ∈ Z}. Par exemplel’ensemble N0,p des multiples d’un entier p est ouvert

2 On appelle ouvert tout ensemble qui est soit videsoit vérifie la propriété suivante : si a est dans cetensemble, il contient au moins un ensemble Na,b3 Par exemple, Na,b est ouvert
4 La réunion d’ensembles ouverts est un ouvert
5 Par exemple Na+1,b ∪ · · · ∪ Na+b−1,b est ouvert
6 L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert
7 Un ensemble ouvert est soit vide soit infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
1 Na,b = {a + nb : n ∈ Z}
2 On appelle ouvert tout ensemble qui est soit videsoit vérifie la propriété suivante : si a est dans cetensemble, il contient au moins un ensemble Na,b

3 Par exemple, Na,b est ouvert
4 La réunion d’ensembles ouverts est un ouvert
5 Par exemple Na+1,b ∪ · · · ∪ Na+b−1,b est ouvert
6 L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert
7 Un ensemble ouvert est soit vide soit infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
1 Na,b = {a + nb : n ∈ Z}
2 On appelle ouvert tout ensemble qui est soit videsoit vérifie la propriété suivante : si a est dans cetensemble, il contient au moins un ensemble Na,b3 Par exemple, Na,b est ouvert si a + bm ∈ Na,b, alors

Na,b contient Na+bm,b puisque les éléments de Na+bm,bsont de la forme a + bm + bn = a + b(m + n) et doncdans Na,b

4 La réunion d’ensembles ouverts est un ouvert
5 Par exemple Na+1,b ∪ · · · ∪ Na+b−1,b est ouvert
6 L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert
7 Un ensemble ouvert est soit vide soit infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
1 Na,b = {a + nb : n ∈ Z}
2 On appelle ouvert tout ensemble qui est soit videsoit vérifie la propriété suivante : si a est dans cetensemble, il contient au moins un ensemble Na,b3 Par exemple, Na,b est ouvert
4 La réunion d’ensembles ouverts est un ouvert : si unensemble contient un ensemble Na,b pour tout a ⩾ 0,cela reste vrai si j’ajoute des éléments à cet ensemble

5 Par exemple Na+1,b ∪ · · · ∪ Na+b−1,b est ouvert
6 L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert
7 Un ensemble ouvert est soit vide soit infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
1 Na,b = {a + nb : n ∈ Z}
2 On appelle ouvert tout ensemble qui est soit videsoit vérifie la propriété suivante : si a est dans cetensemble, il contient au moins un ensemble Na,b3 Par exemple, Na,b est ouvert
4 La réunion d’ensembles ouverts est un ouvert
5 Par exemple Na+1,b ∪ · · · ∪ Na+b−1,b est ouvert : eneffet, Na,b est infini

6 L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert
7 Un ensemble ouvert est soit vide soit infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
1 Na,b = {a + nb : n ∈ Z}
2 On appelle ouvert tout ensemble qui est soit videsoit vérifie la propriété suivante : si a est dans cetensemble, il contient au moins un ensemble Na,b3 Par exemple, Na,b est ouvert
4 La réunion d’ensembles ouverts est un ouvert
5 Par exemple Na+1,b ∪ · · · ∪ Na+b−1,b est ouvert
6 L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est unouvert : si Na,b1 est inclus dans O1 et si Na,b2 estinclus dans O2 alors Na,b1 est inclus dans O1 ∩ O2

7 Un ensemble ouvert est soit vide soit infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
1 Na,b = {a + nb : n ∈ Z}
2 On appelle ouvert tout ensemble qui est soit videsoit vérifie la propriété suivante : si a est dans cetensemble, il contient au moins un ensemble Na,b3 Par exemple, Na,b est ouvert
4 La réunion d’ensembles ouverts est un ouvert
5 Par exemple Na+1,b ∪ · · · ∪ Na+b−1,b est ouvert
6 L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert
7 Un ensemble ouvert est soit vide soit infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
7 On appelle fermé tout ensemble qui est obtenu enretirant à Z un ensemble ouvert

8 En retirant à Z un ensemble fermé on obtient doncun ensemble ouvert
9 Na,b est fermé
10 Une réunion d’un nombre fini de fermés est fermée
11 {−1, 1} = Z \

⋃
p∈P N0,p12 S’il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers,

{−1, 1} est un ouvert
13 Mais, {−1, 1} n’est ni vide, ni infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
7 On appelle fermé tout ensemble qui est obtenu enretirant à Z un ensemble ouvert
8 En retirant à Z un ensemble fermé on obtient doncun ensemble ouvert

9 Na,b est fermé
10 Une réunion d’un nombre fini de fermés est fermée
11 {−1, 1} = Z \

⋃
p∈P N0,p12 S’il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers,

{−1, 1} est un ouvert
13 Mais, {−1, 1} n’est ni vide, ni infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
7 On appelle fermé tout ensemble qui est obtenu enretirant à Z un ensemble ouvert
8 En retirant à Z un ensemble fermé on obtient doncun ensemble ouvert
9 Par exemple Z \

(
Na+1,b ∪ · · · ∪ Na+b−1,b

) est fermé. Ormodulo b, tout entier vaut soit a, soit a + 1, soit..., soit
a + b − 1 et donc Z \

(
Na+1,b ∪ · · · ∪ Na+b−1,b

) = Na,b.Ainsi, Na,b est fermé

10 Une réunion d’un nombre fini de fermés est fermée
11 {−1, 1} = Z \

⋃
p∈P N0,p12 S’il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers,

{−1, 1} est un ouvert
13 Mais, {−1, 1} n’est ni vide, ni infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
7 On appelle fermé tout ensemble qui est obtenu enretirant à Z un ensemble ouvert
8 En retirant à Z un ensemble fermé on obtient doncun ensemble ouvert
9 Na,b est fermé
10 Une réunion d’un nombre fini de fermés est fermée :(Z \ O1) ∪ (Z \ O2) = Z \ (O1 ∩ O2)

11 {−1, 1} = Z \
⋃

p∈P N0,p12 S’il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers,
{−1, 1} est un ouvert

13 Mais, {−1, 1} n’est ni vide, ni infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
7 On appelle fermé tout ensemble qui est obtenu enretirant à Z un ensemble ouvert
8 En retirant à Z un ensemble fermé on obtient doncun ensemble ouvert
9 Na,b est fermé
10 Une réunion d’un nombre fini de fermés est fermée
11 Z \ {−1, 1} = ⋃

p∈P N0,p : tout nombre premierdifférent de −1 ou 1 admet un diviseur premier donc
{−1, 1} = Z \

⋃
p∈P N0,p

12 S’il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers,
{−1, 1} est un ouvert

13 Mais, {−1, 1} n’est ni vide, ni infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
7 On appelle fermé tout ensemble qui est obtenu enretirant à Z un ensemble ouvert
8 En retirant à Z un ensemble fermé on obtient doncun ensemble ouvert
9 Na,b est fermé
10 Une réunion d’un nombre fini de fermés est fermée
11 {−1, 1} = Z \

⋃
p∈P N0,p12 S’il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers,alors ⋃

p∈P N0,p est une réunion finie de fermés, c’estdonc un fermé et donc {−1, 1} est un ouvert

13 Mais, {−1, 1} n’est ni vide, ni infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)
7 On appelle fermé tout ensemble qui est obtenu enretirant à Z un ensemble ouvert
8 En retirant à Z un ensemble fermé on obtient doncun ensemble ouvert
9 Na,b est fermé
10 Une réunion d’un nombre fini de fermés est fermée
11 {−1, 1} = Z \

⋃
p∈P N0,p12 S’il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers,

{−1, 1} est un ouvert
13 Mais, {−1, 1} n’est ni vide, ni infini.
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Une infinité de nombres premiersUne preuve... topologique (Fürstenberg, 1955)

This content downloaded  on Wed, 30 Jan 2013 16:53:01 PM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions

Harry Furstenberg, The American Mathematical Monthly, Vol. 62, No. 5 (May, 1955), p. 353.© Mathematical Association of America
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defaultConstruire des premiers est compliquéQuelles méthodes connaissez-vous ?
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Construire des premiers est compliquéQuelles méthodes connaissez-vous ?

Divisions successives par lesentiers inférieurs Crible d’Eratsothène(3e siècle avant notre ère)

Érathostène enseignant à Alexandrie par Bernardo Strozzi (1581–1644) (inv. 1959.1225)Avec l’aimable autorisation du Musée des Beaux-Arts de Montréal
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defaultConstruire des premiers est compliquéTests de primalité

Les meilleurs tests de primalité... n’en sont pas tout à fait
Ils sont comme des filtres qui laissent passer tous lesnombres premiers, retiennent la plupart des nombres nonpremiers mais en laissent passer quelques un. Seulementtrès peu et de très grands seulement.
Ces tests reposent sur les remarques suivantes, liées aupetit théorème de Fermat.
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defaultConstruire des premiers est compliquéTests de primalité

Petit théorème de FermatSi p est un nombre premier et si a est un entier premier à
p, alors ap−1 − 1 est un multiple de p :

ap−1 ≡ 1 (mod p).
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defaultConstruire des premiers est compliquéTests de primalité

Petit théorème de Fermat (∗)Si p est un nombre premier alors ap − a est un multiplede p pour tout entier a :
ap ≡ a (mod p).
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defaultConstruire des premiers est compliquéTests de primalité
Petit théorème de Fermat (∗)Si p est un nombre premier alors ap − a est un multiplede p pour tout entier a :

ap ≡ a (mod p).
QuestionLa réciproque est-elle vraie ? Un entier n vérifiant an ≡ a(mod n) pour tout a est-il premier ?
Nombre de CarmichaelUn entier n non premier vérifiant an ≡ a (mod n) pourtout a s’appelle un nombre de Carmichael.
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defaultConstruire des premiers est compliquéTests de primalité
Imaginons donc un « grand » filtre construit à partir deplusieurs « petits » filtres superposés, chaque petit filtreayant pour numéro une valeur de a entre 1 et n − 1 :

1 pour chaque valeur de a , l’entier n passe le petitfiltre numéro a si n divise an − a ;
2 dès qu’on a trouvé une valeur de a pour laquelle n nepasse pas le petit filtre numéro a, on sait que cetentier n ne passe pas le grand filtre et on arrête lescalculs ;
3 si n passe tous les petits filtres, alors il passe legrand filtre.

Efficacité
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defaultConstruire des premiers est compliquéTests de primalité
Imaginons donc un « grand » filtre construit à partir deplusieurs « petits » filtres superposés, chaque petit filtreayant pour numéro une valeur de a entre 1 et n − 1 . Unentier qui passe le grand filtre est :soit un nombre premier ;soit un nombre de Carmichael (un escroc qui seprétend premier mais ne l’est pas...).

Existe-t-il beaucoup de nombres de Carmichael ?
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defaultConstruire des premiers est compliquéTests de primalité

ChatGPT 4.1
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defaultConstruire des premiers est compliquéNombres de Carmichael
Nombre de CarmichaelUn entier n vérifiant an ≡ a (mod n) pour tout a s’appelleun nombre de Carmichael.
Alford, Granville et Pomerance (1994)Il existe une infinité de nombre de Carmichael : laréciproque du théorème de Fermat est fausse une infinitéde fois.Les plus petits nombres de Carmichael sont 561, 1105,
1729, 2645, 2821, 6601, 8911...
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defaultConstruire des premiers est compliquéNombres de Carmichael
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Le plus grand connuLe plus grand nombre premier connu est depuis 2024 lenombre
p = 2136 279 841 − 1.Ce nombre a 41 024 320 chiffres décimaux.« L’essor des GPU. Ce nombre premier marque la fin d’une ère de 28 ans durantlaquelle des ordinateurs personnels ordinaires étaient capables de découvrir cesimmenses nombres premiers. [...] Au moment de la découverte, son « superordinateurcloud » comprenait des milliers de GPU de serveurs répartis sur 24 centres dedonnées, dans 17 pays. Après près d’un an de tests, Luke a enfin trouvé le nombrepremier tant recherché. Le 11 octobre, un GPU NVIDIA A100 basé à Dublin, enIrlande, a signalé que M136279841 était probablement premier. Le 12 octobre, unNVIDIA H100 situé à San Antonio, Texas, USA, a confirmé la primalité à l’aide du testde Lucas-Lehmer. ». Avis personnel

https://www.mersenne.org/primes/?press=M136279841

Couloir entre deux rangées du supercalculateur Jean Zay© Cyril FRESILLON / IDRIS / CNRS ImagesEmmanuel Royer Dîner avec les nombres premiers
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defaultCompter les nombres premiersUne infinité, oui mais...
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defaultCompter les nombres premiersUne infinité, oui mais...
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defaultCompter les nombres premiersUne infinité, oui mais...
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defaultCompter les nombres premiersUne infinité, oui mais...
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defaultCombien ?Une infinité, oui mais...
Notons π(x) le nombre de nombres premiers plus petitsque x . La proportion des nombres premiers plus petitsque x est

P(x) = π(x)
x

.Le tableau précédent semble montrer que, lorsque x estsuffisamment grand,
1
P

(10x) − 1
P

(x) = 2, 3 . . . .

Il existe une fonction qui a cette propriété : la fonctionlogarithme, qu’on note ln.
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defaultCombien ?Une infinité, oui mais...
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defaultCombien ?Une infinité, oui mais...
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defaultCombien ?Une infinité, oui mais...
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defaultCombien ?Une estimation du jeune Gauss...

Il semble donc que le rapport du nombre de nombrespremiers inférieurs à x et de xln x
se rapproche de 1 quand

x grandit :
π(x) ∼ xln x

(x → +∞).

Gauss a donné cette approximation en 1792, il avait 15ans !
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defaultCombien ?Une estimation du jeune Gauss...

Il semble donc que le rapport du nombre de nombrespremiers inférieurs à x et de xln x
se rapproche de 1 quand

x grandit :
π(x) ∼ xln x

(x → +∞).Gauss a donné cette approximation en 1792, il avait 15ans !
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defaultCombien ?Qualité de l’estimation du jeune Gauss...

x 7→ π(x)
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defaultCombien ?Qualité de l’estimation du jeune Gauss...
4.1181e+09

1
2 1e+11

x 7→ π(x)
(x ⩽ 1011)
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defaultCombien ?Qualité de l’estimation du jeune Gauss...
4.1181e+09

1
2 1e+11

x 7→ π(x)
(x ⩽ 1011)
x 7→ x/ ln(x)

HdlVP
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defaultCombien ?Une estimation du vieux Gauss...
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defaultCombien ?Une estimation du vieux Gauss...
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defaultCombien ?Une estimation du vieux Gauss...

Le « vieux » Gauss (64 ans) conjecture donc que le nombrede nombres premiers inférieurs à x est bien approché parla surface sous la courbe de t 7→ 1ln t
entre 2 et x .

π(x) ∼
∫ x

2

1ln t
dt.
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defaultCombien ?Une estimation du vieux Gauss...

Le « vieux » Gauss (64 ans) conjecture donc que le nombrede nombres premiers inférieurs à x est bien approché parla surface sous la courbe de t 7→ 1ln t
entre 2 et x .

π(x) ∼
∫ x

2

1ln t
dt.
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defaultCombien ?Une estimation du vieux Gauss...

0
2 x
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defaultCombien ?Qualité de l’estimation du vieux Gauss...
4.1181e+09

1
2 1e+11

x 7→ π(x)
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defaultCombien ?Qualité de l’estimation du vieux Gauss...
4.1181e+09

0
2 1e+11

x 7→ π(x)
x 7→

∫ x

2

dtln(t)Voyez-vousunedifférence ?
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defaultCombien ?Qualité de l’estimation du vieux Gauss...
-0.023361

-0.11626
1e+05 1e+11

π(x) −
∫ x

2
dtln(t)√

xVous voyezunedifférence !
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defaultCombien ?Le théorème de Hadamard et De La Vallée Poussin (1896)
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defaultCombien ?Le théorème de Hadamard et De La Vallée Poussin (1896)
Le résultat conjecturé par Gauss en 1849 a été démontrépar Hadamard et De La Vallée Poussin en 1896.
Ils ont montré que π(x) est bien approchée par ∫ x

2
dtln(t)et ont donné une estimation de l’erreur.

Un thème de recherche (un défi majeur !) de la théorieanalytique des nombres est d’améliorer ce terme d’erreur.
Germain
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defaultUn nouveau défiLes nombres premiers jumeaux
Si 2 < p < q sont deux nombres premiers alors, ils sonttous deux impairs et leur différence vaut au moins 2.
Il existe des couples de nombres premiers entre eux vaut
2 :

(3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61)
ou encore
(10000139, 10000141), (10000451, 10000453), (10000721, 10000723), (10000871, 10000873).
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defaultUn nouveau défiLes nombres premiers jumeaux
Existe-t-il une infinité de couples de nombres premiers(p, q) avec q − p ⩽ 2 ?
Personne ne sait encore répondre : on conjecture que oui.
Alors on simplifie et, on cherche à avoir le plus petitentier m pour lequel on sait démontrer qu’il existe uneinfinité de couples de nombres premiers (p, q) avec

q − p ⩽ m.
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defaultUn nouveau défiLes nombres premiers jumeaux

James Maynard a obtenu la médaille Fields en 2022 pouravoir démontré l’existence d’une infinité de couples denombres premiers (p, q) avec
q − p ⩽ 600.
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defaultUn nouveau défiLes nombres premiers jumeauxJames Maynard a obtenu la médaille Fields en 2022 pouravoir démontré l’existence d’une infinité de couples denombres premiers (p, q) avec
q − p ⩽ 600.
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defaultUn nouveau défiLes nombres premiers jumeauxJames Maynard a obtenu la médaille Fields en 2022 pouravoir démontré l’existence d’une infinité de couples denombres premiers (p, q) avec
q − p ⩽ 600.

Les progrès les plus récents permettent de remplacer 600par 246. C’est le fruit de travaux de tout un collectif demathématiciennes et mathématiciens réunis sous le nomde DHJ Polymath.
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defaultEncore un défiLes premiers de Germain
Existe-t-il une infinité de nombres premiers p > 2 telsque 2p + 1 est aussi un nombre premier, tels par exempleque

3, 5, 11, 23, 29, 41, 53, 83, 89, 113, 131...

Personne ne sait encore répondre : on conjecture que oui.
C’est intéressant grâce à un théorème de Sophie Germain(1804) : si p est un premier de Germain, il n’existe pasd’entiers x , y et z non divisibles par p tels que
xp + yp = zp .
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defaultSophie Germain
Comment vous décrire mon admiration et mon étonnement de voir mon estimécorrespondant Monsieur Le Blanc se transformer en ce fameux personnage qui medonne un brillant exemple de ce que j’aurais du mal à croire. Le goût des sciencesabstraites en général et plus particulièrement des mystères des nombres estextrêmement rare. Les charmes de cette sublime science ne se révèlent qu’à ceux quiont le courage de l’explorer en profondeur. Mais quand une personne du sexe qui, dufait de nos coutumes et préjugés, doit surmonter plus de difficultés que les hommespour se familiariser avec ces épineuses questions, réussit néanmoins à dépasser cesobstacles et à appréhender leur partie la plus obscure, alors elle doit sans aucundoute posséder un noble courage, des talents extraordinaires et un esprit supérieur.De fait, rien de plus flatteur et moins équivoque, que la prédilection avec laquelle vousavez honoré cette science, qui a enrichi ma vie de tant de joie, ne pourrait me montrerque ses attraits ne sont pas chimériques. (Gauss, 30 avril 1807)
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defaultSophie Germain
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Le plus grand connu
Pendant des années, le même algorithme a tourné sur lamême architecture informatique de plus en pluspuissante. Il n’est pas étonnant qu’on trouve ainsi desnombres premiers de plus en plus grands. La dépenseénergétique n’en vaut sans doute pas le coût.
Dans ce cas, il y a un progrès technologique :l’adaptation de l’algorithme aux puces graphiques (GPU).C’est ce qui rend ce résultat intéressant.
Mais trouver le prochain nombre premier qui sera trouvépar la même méthode est une quête de peu d’intérêt etde coût énergétique important. Suite de l’exposé
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defaultConstruire des nombres premiers estcompliquéTests de primalité

Il suffit
1 de calculer an − a modulo n ;
2 de vérifier si on obtient 0 (mod n).On dispose pour cela d’algorithmes très efficaces.

Suite de l’exposé
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