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Chapitre 1

Introduction

Une étonnante égalité

Si v est un nombre complexe, on définit la fonction
o, : N — C

no Zdv
dn

la somme portant sur les diviseurs positifs de n.
Pour tout entier n > 1, on a

—_

n—

01 (@01 (1 a) = 7 (01 () + 535(n) ~ 610, () (1)

)
Il
—_

et
n—1

) os(@)os(n—a)=

a=1

1

20 (07(n) — 03(n)). (1.2)

I1 existe plusieurs démonstrations élémentaires de ces égalités. Nous en donnons
une due a Skoruppa [38] dans une forme présentée par Zagier dans son cours au
College de France (2005-2006).

Proposition 1— Soit H(X,Y) un polynome tel que
H(X,X+Y)=HX+Y,Y).
On pose H(X,Y) = H(X, X + Y) puis, on définit les coefficients des polynémes H et H par
H(X,Y) = Z h XY et HX,Y) = Z?{mxf-lw—l.

r,s>1 r,s>1

Enfin, pour tout entier n > 1, on écrit

H(n,m) = Zy]-nj_l.

=1

N
—_

3
n
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Pour tout entier N > 1, on a I’égalité,

N-1
Y (Fre=hrs) ) ora(K)os i (N=k)=) (v =Nhjoa1+hj1)oj 1 (N)
r,s>1 k=1 j=0

avec la convention hy; = yo = 0.

Remarque 2- L'existence des coefficients y; repose sur le fait que, pour tout s > 1, la
somme

—_

n—

nﬁ—l

1

3
I

est un polyndome en n. Ce polynome est calculé proposition 293. Cette proposition
permet de montrer que y; =0 et

)Bseh =t
s>1 (=1

si j > 2 ou B;_, estle nombre de Bernoulli d’indice s - ¢.
Le choix n = 1 dans ’égalité

2
—_

H(n,m) = Zyjnj_l

1 =1

2::]7 =0.

=1

3
I

implique I'égalité

La preuve de la proposition 1 repose sur le lemme combinatoire suivant exprimant
une relation de symétrie de la fonction Ay définie par

Ay @ N'xN° — N
(a,b) +— #{(x,y) e N*xN*: ax+ by = N}.

Noter que Ay(a,b) = An(b,a).
Lemme 3—Ona

An(a,b) = An(a,a+b)+ AN(b,a+b)+0(a+Db|N).
Démonstration. On remarque la bijection

{(x,p) eN*XxN*: ax+by =N, x>1} —— {(z,w) e N*xN*: az+ (a+b)w =N}
(x,9) - (x=9,9)
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I’ensemble d’arrivée ayant cardinal Ay(a,a+b). On remarque aussi la bijection

{(x,9) e N*xN*: ax+by=N,x <y} —— {(zzw)e N*xN": bz+(a+b)w =N}
(x,9) = (¥ —x,x)
I’ensemble d’arrivée ayant cardinal Ay(b,a+b). De ces deux bijections, on déduit
AN(a,b) = An(a,a+b)+ An(b,a+Db)+#{(x,x) e N*x N*: ax + bx = N}
le dernier cardinal étant 1 si a + b divise N et 0 sinon. O]

Preuve de la proposition 1. Multipliant I’égalité du lemme 3 par H(a, b) = H(a,a + b) =
H(a+b,b) on trouve

H(a,b)An(a,b) = H(a,a+ b)An(a,a+ b)+ H(a+ b,b)An(a+b,b) + H(a, b)(a+ b | N).

En sommant sur tous les couples (a,b) (noter qu’il n'y en a qu'un nombre fini pour
lesquels An(a,b) est non nul) on a

Z H(a, b)An(a,b) = Z H(a, c)An(a, c)+ Z H(d, b)Ax(d, b)+ Z H(a, b)d(a+b | N).

a,b>1 a,c b,d a,b>1
l<a<c d>b>1
Puisque
Z H(d, b)An(d,b) = Z H(a, c)An(a, c)
b,d a,c
d>b>1 a>c>1
on obtient
Z(ﬁ(a,b) H(a, b)) A (a,b) = ZH a,a)Ax(a, a) ZH a,b)5(a+b|N). (1.3)
a,b>1 ax1 a,b>1
Or
0 sialN
An(a,a) =#{(x,y) e N*xN*: a(x+y) =N} =4 N
; -1 sia | N

puis H(a,a) = ﬁ(a, 0) = H(a,0) d’ou

ZH(a,a)AN(a,a) = ZH(a,O)(g - 1)

a>1 alN

=zhmzaf-l(§—1)

r>1 alN

- Zhrl Nor 2 —Op- 1(N))

r>1

= (NAj10=hi) o1 (N). (1.4)

j=0
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Remarque 4- Pour écrire 1’égalité (1.4), on a utilisé la convention hg; = 0.
D’autre part
Z H(a,b)d(a+b|N) = Zé(c IN) Z H(c-b,b)
a,b>1 c 1<b<c
= Z z H(c, b)
cIN 1<b<c
=) )
j>1 cIN
=) ¥joj1(N). (1.5)
=1
Par report de (1.4), (1.5) dans (1.3) on a
Y (F(ab)=H(ab)) Ax(a,b) = ) (vj=Nhj1+h)o (N (L6)
a,b>1 j=0
Remarque 5- Pour écrire 1’égalité (1.6), on a utilisé la convention y, = 0.
Enfin,
Z H(a, b)An(a,b) = Z hy g Z a0 An(a, b)
a,b>1 1,521 a,b>1
puis
Z (Jlr_lbs_lAN(a, b) — Z ar—l bs—l — Z Zar—l st—l
a,b>1 (a,b,x,y)eN* (k,£)eN*? alk bl¢
ax+by=N k+¢=N
ayant posé k = ax et £ = by. On a donc
N N-1
) (A@b)-H(a,b))Ax(@b)= Y (ps=hs) ) ora(Koa(N=k.  (1.7)
a,b>1 r,s>1 k=1
La formule de la proposition s’obtient par report de (1.7) dans (1.6). O]

Choisissons - . (Xz XY+Y2)
, 1) = E - .
On a
H(X,X+Y) = %(X2 +XY+Y?) =H(X+Y,Y) = H(X,Y).
On calcule
¥ H(n, m) i;13 - ln2 + in
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de sorte que

Par ailleurs,

1 . 1
7 SiE9=G1 5 si(rs)=(1)
ou (r,s)=(1,3) — _
ho=1 4 ( ( et Tr.= ou (r,s) = (1,3)
-5 si(ns)=(22) (r,s)=(2,2)
0 sinon, 0 sinon
Ainsi,
N-1 N-1
Z Or-1 O-s 1 N k 0'1 0’1 N k
r,s k=1 k=1
et
1 1 5
Z(Yj —Nhj,11+ hj,1)6j_1(N) = (ﬁ - EN)GI(N) + 503(N).
j=0
On en déduit
N-1 . s
o1(k)or (N —k) = (ﬁ——N)Gl(NHﬁ%(N)
k=1
Avec '
H(X,Y) Z(XY(X—Y))
on obtient
N-1
a3(k)o3(N k) = 120( 07(N) —03(N)).
k=1

Ce cours fournira des outils permettant de situer ces égalités dans un cadre concep-
tuel. Cette conceptualisation conduit a de nouvelles égalités telles que

—_

01 (a)03 (1~ ) = = 35 0301~ o5 + 21 ().

)
Ul
—_

Les propriétés de coefficients issus d’un produit

Pour tout nombre complexe z de partie imaginaire strictement positive, on définit

+00

A(z) = p2imz ]_[(1 _ eZiT(nz)24.

n=1
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La fonction A est périodique de période 1 et admet un développement de Fourier
+0o0 . )
A(z) = ZA(n)ez”mz.
n=1

La calcul des produits partiels permet de constater expérimentalement les formules
suivantes.

1) Pour tous entiers m et 1, on a
RompA(ny= )" a'V2A(%3)
d|(m,n)

en ayant noté (m, n) le plus grand diviseur commun de m et n. Si p est un nombre
premier et v > 0 un entier, on a

APY) _y (Z<p>]

pllv/2 p11/2

ou X, est un polynoéme de Tchebytchef de seconde espece (voir 'annexe A.4).

2) Pour tout entier 1, on a la majoration

|K(n)| < op(n)n'2.

3) Définissons Ap(n) = ’A\(n)/n”/2 et notons P I'’ensemble des nombres premiers.
Pour tout intervalle [4,b] C [-2,2],0n a

' b 2
lim #{peP.pr,M(P)G[a'b]}:lf 1-% 4x
X—+00 #{p epP: p S-x} T Jg 4

4) Pour tout entier n, on a X(n) = 0.

Nous démontrerons le premier point. Le deuxieme point a été démontré (sous une
forme plus générale) par Deligne en 1974, la preuve est au dela des objectifs de ce
cours. Le troisieme point, connu jusqu’a récemment sous le nom de conjecture de
Sato-Tate a été démontré en 2009 par Barnet-Lamb, Geraghty, Harris & Taylor. Ces
trois résultats ont comme point de départ I'interprétation des coefficients de Fourier
de A comme valeurs propres d’opérateurs que nous allons étudier : les opérateurs de
Hecke. Le dernier point est encore conjectural.

Fonctions arithmeétiques

1.3.1) Généralités

Une fonction arithmétique est une fonction de N* dans C. Elle est multiplicative si

(m,n) =1 = f(mn) = f(m)f(n)
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pour tous couples d’entiers naturels non nuls (m, n) et si elle n’est pas la fonction nulle.
Si f est multiplicative, alors il existe un entier n tel que f(n) = 0 et puisque (n,1) =1
alors f(1-n)= f(1)f(n) de sorte que f(1) = 1. Par ailleurs, si

peP
est la décomposition en facteurs premiers distincts de #, alors
fo=[ 1 ("").
peP

Autrement dit, une fonction multiplicative est entierement déterminée par ses valeurs
en les puissances de nombres premiers. L'ensemble des fonctions arithmétiques est
muni d’un intéressant produit (sa définition est justifiée par la proposition 343).

Définition 6— Si f et g sont deux fonctions arithmétiques, on définit leur produit de

convolution, f *g, par
fogtn =y fg(5)

dln
d>0

pour tout entier n > 1.

Le changement de variable n «— n/d montre que le produit de convolution est com-
mutatif. L'unité pour ce produit est la fonction o définie par:

o : N — {011}

1 sin=1 (1.8)
n -
0 sinon.

Proposition 7— Le produit de convolution de deux fonctions multiplicatives est multipli-
catif.

Démonstration. Soit f et g deux fonctions multiplicatives. On a
mn
foglmm = Y flaig("F)
d|mn

Si (m,n) =1, la décomposition des entiers en facteurs premiers de facon unique im-
plique qu’on a une bijection

{(a,b) e N*xN*: a|m, b|n} —— {deN*:d|mn)
(a,b) — ab.

Ainsi, en utilisant la mutliplicativité de f et g, on obtient

feglmm =) flag(™) Y f(big(G)=f+glm)- £ +g(m.
alm bln



Chapitre 1. Introduction p-13

En faisant le changement de variable d < n/d dans la définition (1.8), on voit que
le produit et commutatif.

Corollaire 8— L'ensemble des fonctions arithmétiques, muni de 'addition et du produit de
convolution est un anneau commutatif que I'on note A.

1.3.2) Fonction de Mobius
Définition 9— La fonction de Mobius est w: N* — {-1,0, 1} définie par p(1) =1 et

0 s’il existe p | n tel que vy(n) > 2
k) = (—=1)HPEPPIn gip0n
Il
— (n)
n=\| |p”
peP
pln

est la décomposition en facteurs premiers de n.

On dit qu’un entier est sans facteur carré s’il n’est divisible par le carré d’aucun entier
au moins égal a 2. L'entier 1 est sans facteur carré et, si n > 2 admet la décomposition

en facteurs premiers

peP
pln

il est sans facteur carré si et seulement si v,(n) = 1 pour tout p | n. Un entier est donc
sans facteur carré si et seulement si p(n)? = 1.

Lemme 10 (Inversion de Mobius)— Pour tout entier n>1 on a
Y pld) = 8(n).
dln

Démonstration. 11 s’agit de montrer p+1 =0 ou

1 : NN —- C

n 1.

Puisque p +1 et 6 sont mutliplicatives, il suffit de démontrer le résultat pour n une
puissance de nombre premier. Or si p est premier et « > 1, alors

) pd)=1+pu(p)=0.

dlp®

Ce lemme exprime que 1 est inversible dans ’anneau .4 d’inverse p.
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1.3.3) Fonctions sommes de diviseurs
Si v € C, on définit la fonction arithmétique o, par

o, (1) = z dv.

deN*
dln

Lemme 11— Si v € C, la fonction o, est multiplicative.

Démonstration. La fonction o, est le produit de convolution des fonctions multiplica-
tives l et n—n". O

Lemme 12— Soit p un nombre premier. Si v € C, et si o > 2, alors

oy(p%) = 0y (p)oy (p* 1) = pY oy (p*7).
Démonstration. On calcule
Q. (atl)v _q
p
oy v _ jv _
oy(p )—E d —E P (1.9)

d|p® j=0
et on constate que

p(oc+1)v_1 (pv+1)(pocv_1)_pav+pv _ p2v_1 .pav_l p(a—l)v_l

v

-p

p’-1 p'-1 p'-1 pv-1 pY -1

O

Les polynomes de Tchebychef de seconde espece (voir I'annexe A.4) permettent
d’écrire la relation de mulltipicativité de o, d’une fagon remarquable. On normalise
la fonction ¢, en posant

Corollaire 13— Alors, pour tout nombre premier p et tout entier « >0, on a
5y (p%) = Xa (04(p))-
Démonstration. On définit les suites (u,,),>0 et (v,),>0 par
uy = 0y(p") et vy =X, (0y(p)).

Le lemme 12 implique
Uy = @(P)unq —Up3.
Par ailleurs, I’équation (A.6) évaluée en G,(p) conduit a

Vy = 0y (P)Vy—1 — V2

Le résultat est alors une conséquence directe de uy = vy et u; = vy. O
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Corollaire 14— Pour tous entiers m et n, on a
mn)

oy(m)oy(n) = Z dvcv(ﬁ

d|(m,n)

Démonstration. Supposons d’abord m = p® et n = pP avec a et p positifs ou nuls. Grace
au corollaire 13 et a la formule de Clebsch-Gordan (lemme 234), on écrit

Gy(p%)5y(pP) = X4 (55(p) Xg (63(p))

v

min(a,p)
= ) Xarp2i (&ip))

i=0
min(a,p)

= Gy (PP
i=0

o, pp

L)
d|(p,pP)

Si m et n sont deux entiers premiers entre eux, le résultat est une conséquence directe
de la multiplicativité de o,. Si m et n sont deux entiers quelconques, on écrit les
décompositions en facteurs premiers de met n:

m= I_[p”P(m) et n= ]—[pv,,(n)

peP peP

les entiers v,(m) et v,(n) étant nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de p. On a
alors

vp(m)+v,(n) ]

smam=[] Y a("T
(n))

pEP dl(pvp(m)’pvp

- ¥ &[5

d|(m,n)
par multiplicativité de G, et bijectivité de 'application

{(dp)pep € NV dy | (p,p" ™)) — {deN*: d | (m,m))

(dp)peP = ]_[dpz I_[ dp.

peP pl(m,n)

La formule de multiplicativité annoncée résulte alors de I’écriture de G, en fonction de
Oy- O

Par inversion de Mobius, on peut exprimer la valeur par o, d'un produit d’entiers.
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Corollaire 15— Sim > 1 et n > 1 sont des entiers, alors
m n
oy(mn) = Z V(d)dvcv(z)gv(g)
d|(m,n)

Démonstration. On calcule

S(m,n) = Z M(d)dvov(%)ﬁv(g)
d|(m,n)

en reportant la valeur o, (m/d)o,(n/d) tirée du corollaire 14. On trouve
mn
= ¥ T ()
d|(m,n) rl(m/d,n/d)

Le choix ¢ = rd conduit a

S(mm= Y ZVGV(%)Zp(d).
l|(m,n) d|l

Par inversion de Mobius (lemme 10) on obtient
S(m, n) = o, (mn).
O

Remarque 16- Ce lemme peut-étre démontré sans utiliser la relation de Mobius mais
en utilisant une relation sur les polynémes des Tchebychef (voir le lemme 235).

Remarque 17- Les relations de multiplicativité démontrées dans cette partie appar-
tiennent a la théorie des opérateurs de Hecke. Ces opérateurs seront étudiés dans la
suite de ce cours.
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Formes modulaires sur le groupe
modulaire

Deéfinition et structure linéaire

On appelle groupe modulaire, le groupe multiplicatif des matrices 2 x 2 a coefficients
entiers et déterminant 1, défini par

SLy(Z) := {(i Z) : (a,b,c,d) € Z* ad —bc = 1}.

En définissant

on a le
Théoréme 18— Les matrices S et T engendrent SL,(Z).

Démonstration. Notons G le sous-groupe de SL,(Z) engendré par S et T. Il suffit de

montrer que SL,(Z) C G. Si ce n’est pas le cas, on considere a € Z tel qu’il existe des
entiers b, c et d vérifiant

a b
(c d) eSL,(Z2)\ G
et tel que
a b )
( ’ /)ESLZ(Z)\G:>|a | > |a|
¢ d
Nécessairement, a = 0, sinon b = —c = +1 or

(O +1

1 d ):$STW €G avec -1=52

17
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Soit g le quotient de la division euclidienne de —b par a, on a
(¢ a)rs=(r" )ec
et |aq + b| < |a| ce qui contredit la minimalité de |a]. O
On note H le demi-plan de Poincaré
H:={zeC: Imz>0}.
On compléte H par ajout de Q et du point co pour obtenir H. Si (g Z) € SL,(Z) avec

¢ =0, on pose —% = 2 = c0. Le groupe SL,(Z) agit @ sur H par
- azib sizeﬁd\{oo,_§}
(c d)z:: 00 siz=-% (2.1)
g siz=o00.

On a l'expression pratique suivante:

+b 1
ary_f_ - (2.2)
cz+d ¢ c(cz+4d)
L’action est sur H grace a la formule
b I
Im az+b  Imz (2.3)

cz+d |cz+df?

valable dés que ad — bc = 1; si y et y’ sont dans SL,(Z), si z € H, alors y(y'z) = (yY')z
puis Iz = z. En particulier, on a

T:yz:z:y_lt

et on définit une relation d’équivalence sur H en disant que deux éléments sont congrus
modulo SL,(Z) si I’'un est obtenu par action d’une matrice de SL,(Z) sur 'autre. L'orbite
d’un élément z € H est sa classe d’équivalence modulo SL,(Z), c’est-a-dire, 'ensemble

SLy(Z)-z ={yz: y€SLy(Z)}.
Les matrices y et —y agissent de la méme fagon:
Yz =(-Y)z

pour z € H, et, on note souvent —yz le nombre (—y)z. Il n’y a pas d’ambigiiité lorsque
z € H car l'opposé du nombre yz n’est pas dans H. On a

1
Sz:—; et Tz=z+1.
Considérons 'ensemble
1
f::{zeHleezlsz,lzlzl} (2.4)

(voir la figure 2.1). On note p = exp(im/3).

a. Il n’est pas nécessaire de détailler cette notion puisque nous donnons dans les lignes suivantes les
proporiétés utiles. Pour appronfondir, voir I’annexe A.3.



Chapitre 2. Formes modulaires sur le groupe modulaire p- 19

2 2

Figure 2.1 — L'ensemble F

On va montrer que tout point de H est congru modulo SL,(Z) a un point de F et que,
si deux points de F sont congrus modulo SL;,(Z), alors ils sont sur la frontiere de F.

Théoreme 19— 1. Pour tout z € H, il existe 1 € F et y € SL,(Z) tels que T = yz.

2. Si T et z sont deux points de F tels que t© = yz avec y € SLy(Z) \ {£l}, alors soit
|Re(z)| = |Re(T)| = %, soit |z| = |t| = 1.

Démonstration. 1. On note z = x + iy. Il s’agit de montrer que l'intersection de
SL,(Z)-z avec F est non vide. Pour cela, on commence par montrer que I’ensemble
Y des réels y’ > v qui sont parties imaginaires de points de SL,(Z) - z est fini (il
est non vide car y € ). Soit y” € . Alors, y’ = Im(f:‘ Z)z et

.
= —"—, 2.5
Y T lz+dp (2:5)

De y’ >y, on tire [cz+d|* < 1. Il n’y a qu’un nombre fini d’entiers c et d vérifiant
cette derniére relation puisque (!) le disque de centre O et rayon 1 ne contient
qu’'un nombre fini de points du quadrillage zZ + Z. Ainsi, SL,(Z) - z contient
(au moins) un point de partie imaginaire maximale. Notons w I'un d’eux. Soit
n 'unique entier de l'intervalle [—% —Re w,% —Re w[. Alors [Re T"w| < % D’autre
part [T"w| > 1, sinon

B ImT"w Imw

ImS(T"w) = -
mSTW) = e = T

ce qui contredirait la maximalité de Imw. Le point t = T"w est donc dans F.

b. On peut aussi montrer que |c| < 1/y puis /1 -2 92 —cx <d < /1 - c2y2 —cx.
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2. On note y = (?Z)puisz:x+iy ett=0+it.Onalx|[<1/2,|z|>1ety > V3/2.
On va restreindre notre preuve au cas ou Imt > Imz. En effet, si cette inégalité
n’est pas vraie, alors Imz > Imt et z = y~'1 de sorte qu’il suffit d’appliquer le
raisonnement qui suit a (z,7,y~!) au lieu de (1,z,y). De Imyz > Imz, on déduit
lcz+d| <1.Alors 1 > |cz +d|>|cly donc |c| < 2/V3 et c € {-1,0,1).

(a) Sic=1,alors |z+d| < 1donc (x+d)?> <1-y?<1/4 puis

1 1
—ls—z—xsds——xSI.

N

Ainsid € {-1,0,1}.

I.

ii.

1ii.

Sid =1 alors (x + 1)?> < 1/4 conduit a x < —1/2 et donc x = —1/2). On
aalors 1/4 <1-y? < 1/4 d'ot1 y = V3/2. Ensuite z = —pet y = (i‘ “Il)
dout=a-p.Dec=a-1/2ontire ac {0,1}. Sia =0 alors y=ST et
z=1t=-p.Sia=1alors y=TSTetz=—-p, t=0p;
Sid=0alors b=-c=1.0n adonc |z| <1 puis |z| = 1. Ainsi, t=a-Z.
De |o| <1/2, on tire

-1<x-

<a<x+-=X<1

N | =
N | =

dou a € {-1,0,1}. Si a = 1 alors x = 1/2 tandis que si a = —1 alors
x=-1/2.0nadoncz=t=pety=TSouz=t=-pety=T!Sou
|zZ|=1,t=-zety=S;

Sid =-1alors (x—1)?> < 1/4 et donc x = 1/2. On a alors y = V3/2 puis
z:pety:(i“ﬁl).Ainsi,T:a+petae{—1,0}. Sia=0alorsy=ST!
etz=1=p.Sia=-1alors y=STSetz=p, 1=—p.

(b) Sic=0alors a=d ==+1. Ainsi, y = +T* et z et T étant deux points de
distance horizontale |b| > 1 dans une bande de largeur 1, ils sont sur les
bords de cette bande. Ainsi |Re(z)| = |Re(T)| = %

(c) Sic=-1.0n échange y et —y (ce qui ne change rien a T) et on se ramene au
casc=1.

O]

Remarque 20- Soit a = ¢ un nombre rationnel avec (©) (a,c) = 1. Alors, d’aprés le théo-

ab

reme de Bezout, il existe une matrice (‘C’ Z) de SL,(Z) et alors (C J )oo = a. Il en résulte

que tout point de H est congru modulo SL,(Z) a un point de F U {co}. D’autre part, co
n’est congru a aucun point de F puisqu’il n’est congru qu’a lui-méme ou a des nombres
rationnels.

c. Le plus grand diviseur commun de deux entiers m et n est noté (m,n). Le contexte empéche de
confondre cette notation avec celle désignant le couple (m, n).
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Pour comprendre ce qu’est le point oo, on envoie H sur le disque unité épointé
D(0,1):={geC: 0<|g| <1}

via z — exp(2imz). Si f : H — C est holomorphe et périodique de période 1, il existe une
fonction holomorphe f: D(0,1) — C telle que f(z) = f (exp(2inz)) pour tout z € H. La
fonction f admet alors un développement en série de Laurent normalement convergent
sur tout compact de D(0,1) qu’on écrit

+00
floy=")_ fimq"
n=—co
i.e. la fonction f admet un développement de Fourier
+00 . )
fla)=")  flme?™=
n=—co

normalement convergent sur tout compact de H. (Voir I'annexe B.2).

Définition 21— Une fonction f: H — C holomorphe sur H et 1-périodique est holo-
morphe a l'infini si f est holomorphe en 0.

Remarque 22-11 est équivalent de dire que f a un développement de Fourier

normalement convergent sur tout compact de H.

Définition 23— Soit k € Z. On appelle forme modulaire de poids k sur SL,(Z) toute
fonction holomorphe f: H — C vérifiant :

1. pour toute matrice (‘Z Z) de SLy(Z) et tout z € H,

=f(2);

cz+d

(cz+d)_kf(az+b)

2. la fonction f est holomorphe a I'infini.

Remarque 24-La seconde condition a un sens puisque le choix de (‘C’ s) =T dans le
premier point implique que f est 1-périodique. Cette seconde condition s’appelle
condition aux pointes. La premiere condition s’appelle condition de modularité.

On note My I'espace vectoriel sur C des formes modulaires de poids k sur SL,(Z).
Le choix de (i‘ Z) = —I implique que la seule forme modulaire de poids impair sur
SL,(Z) est la fonction constante nulle.
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Désormais, on suppose k pair.

On remarque aisément que MM, C My, , et donc I'ensemble

M*:ZM;{
ke2N
k#2

est une algebre. On précise cette remarque.

Définition 25— Une algebre graduée est une algébre A pour laquelle existe un ensemble ]
d’indices et une famille (A;);ej de sous-groupes additifs de A telles que

1) A= @]el A],
2) AjAj C Ay pour tousi et j dans .

Proposition 26— L'algébre M, est une algébre graduée :

a)
M= P
ke2N
k=2
b) pour tous k et € dans 2N —{2}, on a
ﬂ4kﬂ4gCIA4k+@

Démonstration. Le second point ayant déja été signalé, nous prouvons le premier. On
suppose par I'absurde l’existence d’éléments non nuls f; € My, ou les ky <k, <---<ks
sont des éléments de 2N — {2}, tels que

Fixons z € H n’annulant aucune des fonctions f;. On a

z+d-1
d)™ =0
(2 Zf’ ( z+d )
pour tout d € Z. Par modularité des f;, il en résulte

(z+d)i o fi(2).

-

i=1

Puisque k; —ks < 0 si i # 9, on trouve en faisant tendre d vers I'infini que fs(z) = 0 ce
qui contredit le choix de z. O
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Proposition 27— Une fonction f: H — C holomorphe est une forme modulaire de poids k
sur SL,(Z) si et seulement si:

1. elle est 1-périodique;
2. elle vérifie
1
kel _L\_
2Hf(-2)=fe2
pour tout z € H;

3. elle est holomorphe a infini.

Démonstration. En notant f|,(z) := (cz + d)‘kf(gis) siy= (g Z) on a

(flv)w = fvy

pour toute matrice y et Y’ de SLy(Z). Si fj, = f et fj,, = f on a donc f,, = f. La 1-
périodicité de f équivaut donc a fir» = f pour tout entier n € Z. Le point 2 équivaut
quant a lui a fig« = f pour tout entier n € Z. Enfin, si y € SL,(Z), on l'écrit comme
produit de puissances de T et S pour voir que si f vérifie les points 1 et 2 alors

fy=1- -

Définition 28— Une forme modulaire de poids k sur SL,(Z) est appelée forme parabolique
de poids k sur SL,(Z) si f(0) = 0.

Remarque 29- Cela revient a demander que fs’annule en 0. On dit que f s‘annule en
Uinfini.
On note S le sous-espace vectoriel de Mj constitué des formes paraboliques de

poids k sur SL,(Z). Si une forme modulaire f est parabolique, ’existence de son
développement de Fourier implique en particulier l’existence de C > 0 tel que

|ﬂn)| < Ce™ (2.6)

pour tout n € N* (voir ’annexe B.2). On utilise la modularité et la parabolicité pour
améliorer cette majoration.

Lemme 30— Si f est une forme parabolique de poids k sur SL,(Z), alors il existe C > 0 tel
que,
|]?(n)l < Cnk?

pour tout entier n > 1.

Démonstration. Soit

pour tout z € H. Pour (? Z) €SL,(Z),on a

~

az+b
cz+d

)=<P(z
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donc, pour montrer que ¢ est bornée sur H, il suffit de montrer que ¢ est bornée sur F.
En reportant dans le développement de Fourier de f la majoration (2.6) et en utilisant
que la partie imaginaire d’un point de F vaut au moins y, = V3/2, on trouve C > 0 et
D > 0 tels que

+00 +oo
If(z)|=C Zenn(l—Sy/Z)e—nny/Z <C Ze—nny/Z < De /2 (2.7)
n=1 n=1

pour tout z =x+iy € F. Ainsi
lim ¢(z)=0.

Imz—+o0

zeF

Puisque, pour tout M > 0, I'ensemble F N{z € H: Imz < M} est compact, il en résulte
que @ est bornée sur F et donc H. On a donc

£ (2)] < llplloo(Tmz) ™2

pour tout z € H. Puisque

1
f(?l) — J f(x+ iy)e—ZiTm(xHy) dx
0

pour tout y > 0, on déduit
()] < llpllooe®™™ y 2

et on termine en choisissant y = 1/n. O

Si f: H — C est holomorphe et non constamment nulle et si T € H, on note v(f)
flz)
(z=1)"
morphe et non nulle en 7. Si, de plus, f est 1-périodique et holomorphe en I'infini,

on note v (f) l'ordre d’annulation vy(f) de f en 0.

est holo-

l'ordre d’annulation de f en t: c’est 'unique entier n € N tel que z —

Lemme 31— Si f: H — C est holomorphe et non constamment nulle, périodique de période
1 et holomorphe en l'infini, il n’y a qu’un nombre fini de points t € F tels que v(f) = 0.

Démonstration. Puisque fest holomorphe sur
D(0,1):={g € C: gl <1},

elle ne s’annule qu'un nombre fini de fois sur le compact

—( 1 1
D(O'E)'_ {qe(E. lg] < 5}'

On pose

()
qvo(JT)

gl

(q) =
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de sorte quejest holomorphe et non nulle en 0. Soit 2r > 0 le plus petit des modules

de zéros de fdans 5(0, %) (on pose 2r =1 si fne s’annule pas dans ce disque). Alors,

fne s’annule pas dans D(0,r) puis fne s’annule pas dans D(0, 7). Finalement, f ne
s’annule pas dans

1 1
N : Imz>—1log—;.
F {ZE(E mz> - ogr}
Ensuite, f est holomorphe sur le compact
fﬁ{ze(ﬂ'lmz< 110 1}
' =om OB
ou elle ne s’annule donc qu’un nombre fini de fois. O

Lemme 32— Si f € My \ {0}, si T€ H et si y € SLy(Z), alors ve(f) = vy(f).

Démonstration. On sait que X: z — (z— T)‘VT(f)f(z) est holomorphe et non nulle en t
et on doit montrer que Y: z > (z — yt)"¥*f) f(z) est holomorphe est non nulle en yt.

Ecrivons Y= (‘g Z). Grace a la relation de modularité, on a

X(z) = (cz+d) [y (yz) -t f(yz).

Légalité
y‘lu — y‘lv B 1

u-—v (cu—a)(cv—a)
appliquée a u = yz et v = yt donne alors X(z) = A(z)Y(yz) avec

(CYZ — ﬂ)vT(f)(CYT _ a)VT(f)

Alz) = (cz+d)f

On déduit le résultat du fait que la fonction A est holomorphe et ne s’annule pas sur
H. O

L'orbite d’un zéro de f n’est donc constituée que de zéros de f et, tous ses points
annulent f au méme ordre. On définit

()

=expli=|.

P P\'3

On peut alors énoncer le théoreme fondamental suivant qui donne une formule de
comptage (pondéré) du nombre d’orbites de zéros d’'une forme modulaire.

Théoréme 33 (Formule %)— Si f € My \ {0} alors

)+ 3UlF)+ 301+ ) _welf) =5

T

la somme se faisant sur un systéme de représentants de H modulo SL,(Z) excluant les classes
deietp.
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Remarque 34- Comme ensemble de sommation, on peut prendre
1
{ze]—': Rez¢§,|z|:1:>Rez<0}.

Démonstration de la formule % On suppose dans un premier temps que f n’a pas de
zéro sur la frontiére de F, sauf éventuellement en i ou p (et donc en p? = Sp). Puisque
f est holomorphe, on peut trouver € > 0 tel que f n’a pas de zéros dans l'intersection
avec F des disques épointés de rayon ¢ et de centres p, i et p?. On fixe aussi H > 0 tel
que f n’a pas de zéro (complexe) dans l'intersection de F avec le demi-plan Imz > H.
On considere alors le chemin « déterminé par A, B, C, D, D’, C’, B’ et A’ comme sur la
figure 2.2.

A < A’
B » B/
D D!~
b C 'y
FiGure 2.2 -

Le théoréme des résidus implique

1 (=&, _

Par périodicité, la somme des intégrales sur AB et B’A’ s’annule. On évalue la somme

des intégrales sur CDet D’C". On pose g(z) := f;/((zz)). Le chemin C’D’ est image de CD par

I'action de S donc si B: [0,1] — C est une paramétrisation de CD, alors E(t) =—p(t)!
paramétrise C’'D’. Ainsi,

1
j_ ¢(z)dz =JO ¢ (B P (s

C
et 1
L,.C,g(Z)dZ = —L g(ﬁ(t))(ﬂ’(t)dt.
De f (—l) = Zkf(z), on déduit

z
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donc

1 1 p/
__ , 3 B'(t)
L,@g(Z)dZ— Lg(ﬁ(t))ﬁ(t)dt k . B dt,

1 G S ()
2in(LT>+L"o)f(2) 4= om o B(t) d

Notons 0y (¢) € [1/2, 21/3] I'angle (Ox OD) et _1(8) € [1/2,2m/3] I'angle ((_)/x,O\C). Une
paramétrisation de CD est p(t) = e/ (%o(e)-0:1(€)#i01() de sorte que

1 f(z) . 01(e)=0Oy(e)
2iﬂ(LT>+L»‘o)f(z)dz_k .

Lorsque ¢ tend vers 0 les angles 0, (¢) et Oy(¢) tendent respectivement vers 21/3 et /2

d’ou
e Jie) o=
lim — —.
e—0 21T CD D'C’ Z 12

On évalue ensuite I'intégrale sur le segment A’A de longueur 1. On a

puis

?(z):zineZinzé(eZiﬂz)

puis

A —~

I AC PR i
2imt Ju f(2) 2im Jo f(q)
ol @ est I'image de A’A par z > ¢?'™, c’est-a-dire un cercle de centre 0 parcouru dans
le sens antitrigonométrique. Le seul zéro éventuel de f a I'intérieur de ce cercle (image

du demi-plan Imz > H) est 0. Ainsi,

1 (e, =
2ZTCJ<\D]?((]) dq_ vO(f)

et

2in Jp f(2)

On évalue ensuite l'intégrale sur BC. La fonction fT admet un développement de

Laurent autour de p? qui s’écrit
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Ainsi @),
f'(z . 1 T
lim z=v,(f)lim dz =—-i—v,(f).
e—0 BCf() p fe%O BACZ—()Z 3 P f
On en déduit . .
—lim - =——
2m 20 J5e ) = gur)="gvl)
De méme (ou bien par action de S), on a

1 7
Lim [ ¥ 2L, .
2iTte0 Jop f(2) 6 °
Enfin, le méme raisonnement conduit a
1 ¢ 1
Lim [ %42 Lo,
2ime—0 Jpp f(2) 2

On obtient la formule % par ajout des différentes contributions. Maintenant, s’il y
a d’autres zéros sur la frontiere, ils vont par paires (t,Tt) avec Ret = —% ou (t,ST)
avec |t| = 1 et on modifie le contour a comme l'indique la figure 2.3. Noter que z
et Su apparaissent comme des zéros a l'intérieur du contour mais que leurs images
respectives Tz et u ne sont elles pas comptées. Le chemin A’B’ reste 'image du chemin
AB par T et le chemin C'D’ reste I'i image du chemin CD ) par S. Nous avons donc
toujours I'annulation de la somme des intégrales sur AB et B’A’ et

1 f2) k(')
2in(L-D+Lf-o)f<z> =5 )y b &

Cette derniére intégrale ne dépend que de la valeur de la primitive de la fonction
continue p’/p en 0 et en 1. En choisissant le cercle autour de u de rayon suffisamment

petit, le chemin CD est un arc de cercle de rayon 1 et de centre 1 au voisinage de C et
de D. La fonction B’/p a donc méme primitive au voisinage de 0 et 1 que dans le cas
précédemment calculé. La suite de la démonstration est donc identique. O]

Une premiere conséquence de la formule % est le

Théoréme 35—

1) Si k<0, alors M; ={0}.
2) Ona My=C

3) Ona M, ={0}.

d. Notons a(09, 01) I'arc du cercle de centre T et de rayon R délimité par les points d’angles 6 et 61
tous deux dans [0, 27[. Le paramétrage z(t) = T+ Re'! avec t € [0, 01 ] montre que

1 dz _61790

2iT a(60,0;) Z—T - 21
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A

o)
(V)
e

FIGURE 2.3 —

Démonstration. Le premier point résulte du fait que, dans la formule 1k_2 le terme de
gauche est somme de termes positifs ou nuls. On montre le deuxieme point. Les
fonctions constantes sont des formes modulaires de poids 0, donc si f € M alors

—

g=f—-f(0)e My et g s’annule a I'infini. Si g n’est pas la fonction constante nulle, alors
dans la formule % appliquée a g, le terme de gauche vaut au moins 1 alors que le

terme de droite est nul. Ainsi g =0et f = f(0) est constante. Maintenant, si f € M>, la
formule 1k_2 implique

6va +6 ) velf) +3vi(f) + 2v5(f) =1

et I’équation 6a+ 3b + 2c = 1 n’a pas de solution (a,b,c) € N3, O

D’autre part, le résultat suivant, dont on pourrait se passer dans le cas de SL,(Z) se
généralise aisément au cas des formes modulaires avec systéme multiplicatif et donne
une majoration de la dimension ([28, Annexe]).

Proposition 36— Si k>0, alors

. k
dimM; <1+ {EJ

Remarque 37-La notation |x] désigne la partie entiere de x: le plus grand entier
inférieur ou égal a x.

Démonstration de la proposition 36. On note N = 2+ {%J Par I’absurde, on suppose que
dim My > N ce qui implique I'existence d’une famille libre {f;};<;<n de N éléments de
M. Choisissons T a I'intérieur de F (en particulier T est différent de i et p). Le systeme

fA(Oxy+-+ fn(t)xn =0
fOx 4+ i (Dxn =0

N-2 N-2
AN x4+ £ )y = 0
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a plus d’équations que d’inconnues et admet au moins (0,...,0) comme solution. Il
admet donc une infinité de solutions, on choisit («;);<j<nl"une d’entre elle non nulle .
Par liberté de la famille {f;};<;<n, la fonction

N
f= Zaiﬁ
i1

n’est pas la fonction constante nulle et elle s’annule a l'ordre au moins N—1en t. On a
donc

k k
> _ —
ve(f) =1 +{12J > 75
ce qui contredit la formule % O]

Pour les petites valeurs de k, on a donc des espaces de dimension 1 au plus. Il
nous faut maintenant montrer 1’existence de formes modulaires de poids k pour tout
entier pair k > 4.

Définition 38— Soit k > 4 un entier pair. On appelle série d’Eisenstein de poids k la série

Gofa) s D) y 1

i)k k*
2(2im) (e (0.0 (mz +n)

Proposition 39— La série Gy est normalement convergente sur tout compact de H et
définit une fonction holomorphe sur H.

Démonstration. Puisque Gy est une série de fonctions holomorphes, il suffit de montrer
la convergence normale.

Montrons que si K > 0 et T > 0 sont deux réels, il existe ¢ > 0 tel que, pout tout
(m,n) € Rx R et tout z € C vérifiant [Rez| < K et Imz > T, on a |mz + n| > eVm?2 + n2.
Le résultat est évidemment vrai pour (m,n) = (0,0). Montrons le pour (m,n) tel que
m?+n? =1.0n a |mz+n| > |m(x+iT)+ n| et la fonction (m,n,x) — |m(x +iT) + n]
est continue sur le compact {(m, 1) € Rx R: m? + n> = 1} x [-K,K] ol elle atteint son
minimum strictement positif qu'on note ¢. Passons maintenant au cas général lorsque
(m,n) # (0,0). Posant M = m/Vm?2 +n2 et N = n/Vm? +n2, on a M? + N? = 1 et donc,
grace au cas précédent |[Mz + N| > e. En multipliant cette inégalité par Vm? + n?, on
trouve |mz + n| > eVm?2 + n2,©

I1 existe alors C > 0 telle que pour tout z € H vérifiant |[Rez| <K et Imz>T,on a
1 1
D RS L
k 2 2\k/2
ez T ez 0.0 M)

En sommant séparément sur les couples ayant m = 0 ou n = 0, on obtient:

+00 +00

1 1

(m,n)eZ2\{(0,0)} m=1 n=1

e. Ce type de raisonnement s’appelle un raisonnement par homogénéité.



Chapitre 2. Formes modulaires sur le groupe modulaire p. 31

Or
+00 400 +00 1 +00 +00 +00
B B e D M 3 ML
+00 +00
AW +) )
m=2n= 2
(+oo +00 d d
< 20(k) + j _dxdy
) L (2 p2)k2
" dxd
< 2¢(k) e
Jr2\D(0,1) (X% +7)
21 +00 d
< 2C(k) + def it
JO=0 r=1 T
cette derniere intégrale étant finie puisque k > 2. O]

Les séries d’Eisenstein admettent des développements de Fourier que 'on calcule
maintenant. Les nombres de Bernoulli By sont définis en annexe B.4.

Proposition 40— Pour k > 4 pair, on a

Démonstration. En posant g = e>'™

pourze€H,ona

2iT
T cotan(Tz) = iTC — 1— =im—2in Zq

donc, en utilisant I’équation (B.14),

1 +00 1 1 ’ ’ +0o0 ’
Z+ﬁ;(z+m + z—m): 1n—21ndz_dexp(2md2).

En dérivant cette équation k —1 fois, on obtient

+00 (

Z (z+1m)k (21“ de 1exp(211ulz)
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Finalement,
2(2 ) +00 +00
=2C(k)+2
(k=1)! Gilz) = 2l ZMZ' (Cz +n)k
2”_( +00 +00
=20( Zde Vexp(2imd(z)
=1 (=1
~ 2(2im)k & 1 ,
=2C(k) + k-1) Z Zd exp(2imnz).
n=1]d>0
dln
On termine grace a la relation (B.4). O

Remarque 41-La normalisation de Gy est celle utilisée lorsqu’on veut un développe-
ment de Fourier ayant 1 comme coefficient de e?’™*. En posant g = e?™?, on a

Gy(z) = 240+q+9q +28¢% +739% +1264° + 2524° + 344" + 5854% + O(g°)
Gg(z) = - 504+q+33q +2444° +1057¢*+31264° +80524° +168084” + 33825+ O(4°)
Gglz) = 4glsfo+q+129q +21884% +16513¢* + 781264° + 2822524° + 8235444 + 21136654% + O(¢°)
Giolz) = - 224+q+513q +196844> + 2626579 + 195312645 +100978924° + 403536084 + 13448038545 + O(4”)
Gialz) = 62:;O+q+2049q +177148¢°+4196353q*+488281264°+362976252q°+19773267444” +8594130945¢°+0(4°).

Un intérét de la normalisation choisie pour Gy est que la fonction Gr (qui est donc
ok_1) est multiplicative (voir ’annexe 1.3).

On a alors le résultat suivant qui justifie I'introduction des séries d’Eisenstein.

Proposition 42— Pour k > 4 pair, la série d’Eisenstein Gy est une forme modulaire non
parabolique de poids k sur SL,(Z).

Démonstration. L’holomorphie a déja été montrée, ’holomorphie en l'infini et la 1-
périodicité résultent du développement de Fourier et Gi(0) # 0 car B; # 0. Il reste a
montrer la transformation par S. On a

e [ 1y (k=1 1
z Gk(_Z)_ 2(2im)k Z (—m + nz)k
)

(m,m)eZ2\{(0,0))
(k-1 1
~ 2(2im)k

k
neznioo) 9F )
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On en déduit le
Théoreme 43— Pour k >4, on a
M =S, e CGy.

Démonstration. L'inclusion S + CGy C My, est conséquence de Gy € M. Soit mainte-
nant f € My. Alors, comme G¢(0) =0, o0n a

£(0
f - ,f\( ) Gy € Sk
G (0)
d’ou My C Sk + CGy. 1l résulte de Gy ¢ S que la somme est directe. O

On peut alors calculer les structures de My et S; pour les premieres valeurs de k.
Théoreme 44— Si k € {4,6,8,10,14} alors M = CGy et S = {0}.

Pour k € {4,6,8,10}, la proposition 36 implique dim M < 1. Grace a la proposition 42,
on a donc My = CG;. Pour k = 14, on sait grace a la proposition 42 que dim M4 > 1.
Mais, la formule % s’écrit alors

6m+3v;+2v,=7

avec m € N qui n’a comme seule solution que v; =1, v, = 2 et m = 0. Ainsi, les formes
non nulles de Mj4 s’annulent toutes aux mémes points (i et p) aux mémes ordres.
Le quotient de deux telles formes est donc toujours holomorphe sur H et en I'infini
et est une forme modulaire de poids 0, c’est-a-dire une constante. Il en résulte que
dim M4 =1 puis M4 = CGy4. Dans tous ces cas, le théoreme 43 implique Sy = {0}.

On construit maintenant une forme parabolique. Pour cela, il est pratique de re-
normaliser les séries d’Eisenstein pour le coefficient de Fourier d’ordre 0 soit 1. On
pose donc

On a alors
2k +00 )
Ex(z)=1-—=— E k1 (n)e ™2, (2.8)

En particulier, posant g = g2inz,

E4(z) = 1 +240q +2160g° + 6720g° + 175209 + 302409° + 604804° + 825609” + O(q%)

on a

Eg(z) = 1-504q—16632¢% —1229764> — 5327284 — 15755044° — 40582084° — 847123247 + O(4®)
Eg(z) = 1+480g + 619204% + 10502409°> + 79262404 + 375004809 + 1354809604° + 3953011204 + O(4®)

Bio(z) = 1 — 264q — 1354329 —51965764° — 6934144849 — 5156252644° — 26658434884 — 106533525124 + O(4%)

65520 134250480 , 11606736960 5 274945048560 , 3199218815520 5 23782204031040 ;
6o1 17 go1 1 o1 1 o1 1 691 T+ 691 9" +0l")

Eia(z) = 1 — 249 - 196632¢% — 382637764 — 16108093684* — 292968750244° — 3134951167684° — 23253362497924” + O(q®).

E]z(z) =1+

Le résultat suivant est une conséquence immeédiate des propositions 42 et 26.
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Théoreme 45— La fonction
1
A= ——(E;-E}
1728 F4~ E6)
est une forme parabolique non nulle de poids 12 sur SL,(Z).

Remarque 46- Que cette fonction est la méme que la fonction A définie dans 'intro-
duction sera démontré a la proposition 131.

2imz

Remarque 47- Toujours en posant q = e“'™#, on calcule

A(z) = q - 24q% + 252¢° — 1472q* + 48304° — 60484° — 16744q” + O(4®).

Puisque A s’annule en l'infini (comme toute forme parabolique), on déduit de la
formule % le résultat suivant.

Proposition 48— La fonction A ne s’annule qu’en I'infini oui elle s’annule da l'ordre 1.

Pour k > 12, si f € S, la fonction % est holomorphe sur H et en I'infini et elle est
modulaire de poids k —12. On en déduit une relation de récurrence entre les espaces
de formes modulaires.

Théoréeme 49— Pour k> 12,
Sk = AMj_15.

Compte-tenu du théoréeme 35, on a en particulier le corollaire suivant.

Corollaire 50—
812 = (I:A

Finalement, on peut calculer la dimension de Mj pour toutes les valeurs paires k > 0.

Théoréme 51— Si k > 0 est pair,

Lk—zJ sik=2 (mod 12)
dim M = P

—|+1 sinon.

)

Démonstration. Posons

k Lo
{EJ sik=2 (mod 12)

k .
—|+1 sinon.
12

On a D(k+12) = D(k) + 1 pour tout entier k > 0. Le théoréme 49 implique dim Sy, 1, =
dim M et le théoréeme 43 implique dim Sg,1,+1 = dim My, ;5. On en déduit dim My, 1, =
dim Mj + 1. Les suites (D(2j))»1 et (dim My;);»1 satisfont donc la méme relation de
récurrence. Elles coincident en 2j = 0 et 2j = 2 grace au théoréme 35 et pour toutes les
valeurs 2j € {4,6,8,10} grace au théoreme 44. Les deux suites sont donc égales. ]
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Les calculs de la dimension de My et des développements de Fourier des séries
d’Eisenstein impliquent d’intéressantes relations arithmétiques. On va donner deux
exemples.

1. Partant de Gi € Mg, Gg € Mg et puisque dimMg =1,0n a

—_—

Gg(0
ng)\Gi avec}»:,ﬁ( ):120.

G3(0)

En calculant ensuite le développement de Fourier complet de Gi et en comparant
avec celui de Gg, on obtient

n—1

o7(n) = o3(n)+120 203(711)03(71 —m)

m=1

pour tout entier n > 1.

2. L'espace M;q est de dimension 2 et M4 = S16® CGy4. Lespace Si¢4 est donc de
dimension 1. Notons A;¢ la forme parabolique qui engendre S;¢4 dont le premier
coefficient de Fourier non nul vaut 1 (d’apres la formule %, cette forme ne

s’annule a l'infini qu’a l'ordre 1, donc ce coefficient est Z;(l)). Ona E§ € Mjg et
Ei6 € Myg. De plus, la comparaison des coefficients de Fourier d’ordre 1 implique

E§ # E1¢. Ainsi, puisque E§(0) = E;(O) =1,ona
E16 - B§ € S16\ {0}

et il existe A € C tel que
Arg = MEq6—E§) € S

Puisque Z;(l) =1, on peut calculer A et obtenir

3617

_ S 2
16— 3456000(E8 E16)

En particulier,
Arg(z) = q+216g° —33484° + 138884 + 521104° — 7231684° + O(q”)

avec q = ¢*™. On aurait aussi pu utiliser Ej et E4EZ pour trouver

1 4 2
A16 = m(EAL _E4E6) = AE4 (29)

On peut aisément retrouver (2.9) a l'laide de A en constatant que AE, € S¢.
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Structure hermitienne

Lespace des formes paraboliques peut étre muni d’une structure d’espace hermitien.
Si f et g sont dans Si, on pose

(8= Lﬂz)g(z)y“ drdy (z=x+iy)

La convergence de I'intégrale résulte de la majoration (2.7). On montre maintenant
qu’on peut remplacer dans la définition I’ensemble F par n’importe laquelle de ses
images par une matrice de SL,(Z). A cette fin, rappelons que si D est un ouvert de R? et
si @: D — R? ~ C est holomorphe en a € D, alors les équation de Cauchy-Riemann sont

dReqp = dIme dReq, ~ JdIme
I (a) = 3 a) et 3 (a)=— I (a)

et on a

, . dReq dIme
@=L+ L),

Il en résulte que le jacobien

()Re(p(a) dRe@

(a)
(a)

]ac[(p](a): ()I:’lcfl(p alizi(p
i
Y

a pour déterminant detJac[¢](a) = |(p’(a)’2. Ainsi,

| reumardy= [ ppwanletes il aray
v F

az+b

ard Grace a (2.3), c’est un difféomorphisme C!' de F dans

On choisit @(z) = yz =
vF et

" k-2
J}_f(z)@yk2 dxdy = f(yz)mkz_’_d',z;( (Imyz)

———————dxd
Jr |CZ+ d|*2k+4 y
~

= | (@le)g o) (molz) |/ dxdy

= | f(2)g(z)y* 2 dxdy.

JyF

On montre aisément que
(f,/1=z0
(f,f)=0=>f=0

(f,8)=(gf)

On appelle 'application { , ) le produit scalaire de Petersson.
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Proposition 52— Pour tout entier pair k > 0, 'espace Sy acquiert une structure d’espace
hermitien grice au produit scalaire de Petersson.

On va maintenant construire une généralisation des séries d’Eisenstein dont on va
montrer qu’elles engendrent I'espace de toutes les formes modulaires. Afin d’exprimer
leur développement de Fourier, on aura besoin de deux nouveaux objets. Si m, n et
¢ > 1 sont des entiers, la somme de Kloosterman Kl (m, n;c) est définie par

Kl(m,n;c) = Z exp(2in

mx + n{x,c})
xe(z/cl)x

ou {x,c} désigne l'inverse de x modulo c. Le choix des représentants des éléments de
X
(Z/CZ) est sans conséquence. Un résultat difficile de Deligne implique la majoration

K1 (m, 1;¢)| < /(m,n,¢)2°)e (2.10)

ou w(c) est le nombre de diviseurs premiers (distincts) de c. On trouvera plus de
renseignements en annexe C.4. D’autre part, on définit pour v € N, la fonction J de
Bessel d’ordre v par

I (_1)11 v+2n
JV(Z):ZH!F(v+n+1)(§) '

La série est normalement convergente sur tout compact de C et elle définit donc
une fonction entiére. Pour tout entier v > 0 et tout réel x on a [J,(x)| < rnin(l, 2"5—';)
(voir I'annexe B.14).

Pour m € N, on note e, la fonction z - exp(2iTmz) et e = e;. On définit alors la série
de Poincaré d’ordre m (et de poids k > 0 pair) par

1

Py(z) = > (C;l (C‘Z-l——d)kem (Mlc, d]z).

La somme se fait sur tous les couples de Z? d’entiers premiers entre eux et, étant donné
(c,d) un tel couple, M[c,d] désigne une matrice de SL,(Z) de la forme

Nﬂgd]:(: ;)

Le choix des coefficients supérieurs, donnés par le théoreme de Bezout, n’influe pas
sur le calcul de P,. La série définissant P,, est normalement convergente sur tout
compact de H: en effet,

Pl Y ——

.
(maez((0,0)) M2+ 1
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Elle définit donc une fonction holomorphe sur H. Puisque

kl
kZ Z (mz + n)k

CeN* (m,n)ez?
(m n) 4
)k Z Z cz+d
feN~
(Cd)
Bk
=5 0@

ces séries apparaissent bien comme une généralisation des séries d’Eisenstein.

Lemme 53— Soit ($ E)e SL,(Z), alors

az+p

vz + b) =Dy (2).

(yz+ 6)_kPm(
Démonstration. On note M ( E’,) Alors

1
P, (Mz) = > Z (cMz +d)%e,,(M[c, d]Mz).
(c,d)=1
On a M[c,d]M = M[ac + yd, pc + dd] et 'application

(e, d)eZ?: (c,d)=1) — (cd)eZ?: (c,d)=1)

(c,d) — (oc+yd, pc+0d)
est bijective d’inverse
{(c,d)eZ?: (c,d)=1} — {(c,d)eZ?: (c,d)=1)}
(c,d) — (0c —yd,ad —pe)

comme on le voit en calculant M[c,d]M~!. Ainsi,

—k

Pm(Mz):% Z ((a c—yd)> E+ad pc| en(Mc, dz)
(c,d)=1 Y2
= %(yz+6)k Z (cz+d)¥e,,(M[c,d]z).

(c,d)=1
O
On calcule ensuite le développement de Fourier de P,, pour m > 0. Via la bijection

{(c,qr)eZ"xZxZ: 0<r<]c|,(c,r)=1} — {(c,d)eZ"xZ: (c,d)=1}
(c,q,7) — (c,cq+r)
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Z(p(c,d):(p( ,—1)+¢@(0,1)+ ZZZ Q(c,cqg+1)+@(—c,—cq+1)]

c,d)=1 >0 r=0 gez
(cd) (cr)—lq

=@(0,-1)+¢(0,1)+ ZZZ @(c,cq+r)+@(—c,cq+r)]

>0 r=0 geZ
(C,T'):l

pour toute application @: Z?> — C telle que les sommes convergent absolument.
Puisque k est pair et —I agit trivialement, on a

c—1 c—1
em (M[~c,cq+r]z) em (M[-c,—cq —r]z)
ZZ (—cz+c +r)k - Z Z (c(z—q)- k-
r=0 geZ q r=0 geZ q 1’)
(c,r)=1 (c,r)=1

Par le changement de variable (g,7) — (n =—-q—1,d = c—r) on obtient alors

= en(M[=c,cq+71]z) < enm(M[c,cqg+d]z)
2 ) =) :
r=0 geZ (_CZ +cq+ 1’) d=1 nezZ (C(Z + n) + d)
(c,r)=1 (c,d)=1
i Z e (M[c,cn+d]z)
= =2 (c(z+n)+ d)k
(c,d)=1

En utilisant (2.2) et en remarquant que si (‘C’ Z) € SL,(Z) alors a et d sont inverses 1'un
de l'autre modulo ¢, on obtient

+oo  ¢-1
{d, c} 1
2)+ ;;Z' cz+m+dl ( c _c[c(z+n)+d])

ou {d,c} est n'importe quel représentant de l'inverse de d modulo c. On note

Io4(2) = Z[c(z+n)+d]_kem({d' 4 ! )

— c cle(z+n)+d]

Grace a la formule de Poisson, on a

_ 2 " &, (¢ 1 n
Ic'd(Z)_neZ.foo [c(z+1t)+d] em( - _c[c(z+t)+d] —Et)dt
m{d +nd\ (0 L m
_ngeze(n )J_OOJriy(cu) e(—m—nu)du
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pour n'importe quelle valeur de y > 0 grace au théoréme des résidus. En particulier,

y — +oo implique
co+iy
J (cu)_ke(—zﬁ—nu)du =0
—coti c’u

Co+1Y
pour n < 0. Si n> 0, le changement de variable t = —2imnu conduit a
co+iy . m 2im k ' 1 2mny+ico L 72
J (cu)” e(—z——nu)du—(—) T — £ exp(t——)dt
—00+1y ¢ c 2im 2mny—ico 4t

avec z = 4mv/mn/c. Puisque

k-1 2mny+ioo 2
=20 [ ol 2
5 4t

2im Thy—ico
(voir le lemme 327), on obtient le résultat suivant.

Proposition 54— Pour tout m > 0,

B,(2) = 47" 4 2i nz Z[KI m,mic) (4wm—)]

c

Autrement dit,

(k=1)/2 29 K1( . 4
k(1 m, n;c) ey
- 21 n(m) Zf - ]k_l( ) Sim#n
P (n) = +00 =
K1 (m, m; 4 .
1+2ianM]k_1( 7zm) sim =n.
c=1

Remarque 55- La proposition précédente montre en particulier que les coefficients de
Fourier des séries de Poincaré sont réels.

Le résultat suivant est alors conséquence du lemme 53 et de la proposition 54.
Proposition 56— Si m > 0 alors P, est une forme parabolique de poids k.
Corollaire 57— Si k €{2,4,6,8,10,14} alors
Z e (Mlc,d]z) _o
oo (cz+d)k

(c,d)=1
pour tout m € N* et tout z € H.

En particulier, en considérant les coefficients de Fourier, on a
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Corollaire 58— Si k €{2,4,6,8,10,14} alors
21 v Kl (m, n;¢) (4n\/mn) _s
c

ik c
! c=1

(m=n)

Jk—1

pour tout m et n dans N*.
Remarque 59- Je ne connais pas de preuve directe de ces égalités.
Corollaire 60— Si m et n, sont des entiers strictement positifs alors
) 1-k k-1
P, (n) =m Zd Pl(dz)
d|(m,n)

Démonstration. La relation de Selberg sur les sommes de Kloosterman (voir en annexe
la proposition 357) conduit a

5 _ _ mn
P,,(n)—d(m=n)=m'" k Z dk- 1P1( ) m! Z d* 16(1:F)'
d|(m,n) d|(m,n)
Si d divise (m, n) vérifie d*> = mn alors d = m et d = n donc
_ 1k k-1 _mn
o(m,n)=m Z d 6(1_ dz)
d|(m,n)
d’ou le résultat. O
La proposition suivante rend tres utiles les séries de Poincaré.
Proposition 61— Soit f € Sy et m > 0. Alors

(k—2)! —

(f P = oS Flm)

Démonstration. Soit f € Sg. Alors

(f,Pu) = %Lykf(z) GE d)—kem(_“f”)w

2
(c,d)=1 cz+d] vy
1 ’
=3 ) f Flp(@)le'(2) dxdy
].'
(c,d)=1
avec @(z) = gis et F(z) = y*2f (2) ). Ainsi

dx dy
y?

_1 K _
(f.) =5 L(C’d_lcplmy Fleen(-2
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{5

B\SL2(Z) — {(c,d)eZ?: (c,d)=1)}

Notant

on a une bijection

a b

(C d) — (c,4).

Ainsi,
Je'@= | v
(c,d)=1 B\SL2(Z)
Or,
) yF=Hun
YeSLy(Z)
est la copie de deux exemplaires de H (car (—y)F = yF pour toute matrice y € SL,(Z)).
On a donc
U YF={zeH:0<Rez<1}UU{zeH: 0 <Rez <1}
B\SL2(Z)

et

dxd
32

+00 1
_ k .
<fIPm> = )0 L:Oy f(z)em( Z)

Insérant le développement de Fourier de f, on déduit

+00 1 oo
f P = Zf(n)L () dxfo JR2pm2mtmy g
n=1

- T(k-1
= f(m)W-
O
Corollaire 62— Lespace Sy est engendré par les séries de Poincaré P, avec m > 0.
Démonstration. Puisque Sy est de dimension finie on a
Vect{P,,, m € Z}* ® Vect{P,,, m € Z} = Sy.
Or la proposition 61 implique Vect{P,,, m € Z}*+ = {0}. O

On va maintenant établir une formule de moyenne des coefficients de Fourier sur
une base orthogonale de Sy appelée formule de trace de Petersson /). On désigne par
Hj une base orthogonale de ;. On commence par établir le développement dans
cette base des séries de Poincaré.

f. Ce terme ne pourra étre expliqué qu’une fois introduits les opérateurs de Hecke.
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Proposition 63— Soit m>0,ona

= 4nm e Z ||f||2f

Démonstration. L'orthogonalité de Hy implique

Z <Pmlf>
||f||2

feH;

et la proposition 61 permet de conclure. O]
Le coefficient harmonique de f € Hy est défini par

(k—2)!
4rkHI 1>

Corollaire 64— Soit m et n deux entiers strictement positifs. On a

L Kl L1 4
Zwk 1;/) :6(m:n)+21kn; (mcnc)]k_l( n\c/%)

feH;

wi(f) =

Démonstration. On calcule P,,(n) & I'aide de la proposition 63 et on compare le résultat
obtenu avec la proposition 54. O]

La formule de traces Petersson (corollaire 64) peut étre vue comme une formule d’or-
thogonalité approchée des coefficients de Fourier des formes de Hy grace au corollaire
suivant. La fonction T3 est la fonction arithmétique définie pour tout entier n > 1 par
3(n) = #{(a,b,c) eN3:n= abc}. On a donc t3 = 09 * 1.

Corollaire 65— Il existe C > 0 tel que pour tous entiers m et n et tout entier pair k > 2 on
a

Z Wi (F)Af(m)As(n) = 8(m = n)| < Ck™2(mn)" %15 ((m, n)) (logk + log(2mn)).

fesk

Démonstration. 11 s’agit d’estimer

R(k) = i<)’Kl(171C,11;¢t)]k_1 (411\!%).
c=1

On pose K = k — 1. La majoration de Deligne pour les sommes de Kloosterman (2.10) et
les corollaires 323 et 325 impliquent

m,n, C m,n, C
Rig|< ) D axey e opt

c<X =X
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avec X = 2rymn/(KY)VX, On a

Z(mnc _Z\/_Z2wrd
c<X d|(m,n) r<X/d \/_
Vo (")
d|;1 GO r;d \/;

car w(rd) < w(r)+ w(d) et 2% < oy (voir I'annexe C.1.2). Le corollaire 350 implique alors

 ,0)240)
Zw < coVX[log X| Z 00(d) = co VXllog X3 ((m, n).
= e almm)

Le corollaire 351 implique

(m, n,c)2“’(c) B
) e <aX K llogX| (m,m)).
=X

On a donc

(mn)" 45 ((m, 1))

IR(k)] < ¢ VX|log X|t3 ((m, 1)) < c5 N

(logk +log(2mn)).

Opérateurs de Hecke

2.3.1) Opérateurs de Hecke sur les fonctions périodiques

On note Hol,(H/Z) ’espace vectoriel complexe des fonctions holomorphes sur H,
périodiques de période 1 et holomorphes en co. Toute fonction f € Hol,(H/Z) admet
un développement de Fourier

fl2)=) Flmerm (2.11)

convergeant normalement sur tout compact de H.

Définition 66— Soit p € P. On définit I'application linéaire T,: Hol(H/Z) — F(H, C)
par

p-1
T,f(2)=p* f(pz)+ lZf(“”).
piz="\ p

Il faut remarquer qu’on oublie de marquer la dépendance en k dans la notation T,,.
Si on veut insister sur cette dépendance, on note Ty ,. On appelle T, le p® opérateur de
Hecke. Si f € Hol,(H/Z), on voit aisément que T, f est holomorphe sur H.
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Lemme 67— Si f € Holy,(H/Z), alors T, f est périodique de période 1.

Démonstration. On a

Tf(z+1)=p " flpz )+ %{pf() (E)f(")]

n
= Tpf(z)
en utilisant la périodicité de f. O

On peut alors calculer le développement de Fourier de T, f. On prouve aisément
le résultat suivant.

Lemme 68— Soit p un nombre premier. Alors

pk‘1 enp sinon

{pklenp +eyp sipln
pour tout n € N.
On déduit alors aisément du développement (2.11) le résultat suivant.
Proposition 69— Si f € Hol (H/Z), alors
TF ) P F(4)+ Flnp) sipln
pf(”) =\ .
f(np) sinon

pour tout n € N.

Remarque 70- Pour toute fonction f € Hol,(H/Z), on fait la convention ]?(r) =0 si
r & Z. Le résultat de la proposition 69 s’énonce alors

17 L7
n)=p ﬂ;) + f(np).
Par la suite, on fera cette convention sans la préciser.

Corollaire 71— Si f € Hol(H/Z), alors T, f € Hol(H/Z).

‘ Si p et g sont premiers, on calc'ule Tyen gréce au len,lm.e 68 puis T, T,e, par ré’applica—
tion de ce méme lemme. On obtient un résultat symétrique en p et g ce qui démontre
que les opérateurs T, et T, commutent.

Corollaire 72— Si p et q sont deux nombres premiers, alors
T,T, =T, T,.

Lemme 73— Soit f € Hol,(H/Z) un vecteur propre non constant de tous les opérateurs de
Hecke alors f(1) =0
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Démonstration. On suppose T,f = A, f pour tout p € P et f = 0. De la proposition 69
appliquée a n = 1 on déduit f 0 pour t tout p € P. Par récurrence il résulte alors de
la proposition 69 appliquée n = p®~! que f = 0 pour tout o > 1. Ensuite, si f(n) =0
et p { n la proposition 69 implique f pn)=0 puls cette méme proposition avec p® ' au
lieu de n donne f(p“n) = 0 pour tout « > 0. Finalement par récurrence sur le nombre
de facteurs premiers de n on a f\(n) =0 pour tout n > 1 et f est constante. O]

Définition 74— Une fonction f € Hol,,(H/Z) est appelée fonction de Hecke si elle est
vecteur propre non constante de tous les opérateurs de Hecke et si f(1) = 1.

Remarque 75-Si g € Hol,(H/Z), alors g(1) # 0 d’apres le lemme 73. On construit donc
a partir de g une fonction de Hecke par simple normalisation f = g/g(1).

Exemple 76- Soit o« € C. On va montrer que
Tp(Gx + ) = 01 (P)(Gk + ).

Soit n > 1. Ecrivons n = pPn’ avec (p,n’) = 1 et B > 0. On fait la convention o}_;(r) = 0 si
r¢ Z. D’apres la proposition 69 on a

T,Giln) = T,GilpPn') = p* Loy (pF 1) + 0y (pP )
= 0k_1(p)ok_1(pP)or_1 (1) = 0k (p)og-1 (1)
en utilisant (1.9). Il en résulte que T,Gy = ox_1(p)Gy. D’autre part T,a = aT,eq =
aoy_1(p) d’apres le lemme 68. Ainsi pour tout a € C la fonction G + « est une valeur

propre de tous les opérateurs de Hecke et puisque m(l) =1 alors G + « est une
fonction de Hecke. En particulier, G; — G, (0) est une fonction de Hecke nulle en co.

L’intérét des fonctions de Hecke est qu’on sait relier leurs coefficients de Fourier
aux valeurs propres de opérateurs de Hecke, donnant ainsi une structure algébrique
a ces coefficients de Fourier.

Proposition 77— Si f est une fonction de Hecke, alors T, f = f(p)f pour tout nombre

premier p.
Démonstration. On a Tpf f avec A, € C, d’ou T, f pf = Ap. Par la proposi-
tion 69, on a aussi T, f 1)= f O]

Les coefficients de Fourier d’ordres premiers des fonctions de Hecke sont déterminés
par le spectre des opérateurs de Hecke. On va voir que c’est en fait le cas de tous
les coefficients de Fourier.

Lemme 78— Soit f une fonction de Hecke, p un nombre premier et n un entier naturel.

Alors _
i ——
f(pn) sinon.
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Démonstration. De T,f = ]?(p)f on déduit rfp?(n) = f(p)f(n) que l'on compare avec
I’expression obtenue par la proposition 69. O]

Théoreme 79— Soit f une fonction de Hecke. Alors
1. pour tout p € P et tout entier v>1,

Fie ™= fip)fp*) - P fp¥ ™)

2. pour tous entiers positifs m et n premiers entre eux,

f(mn) = f(m)f(n).

Démonstration. Le premier point résulte du lemme 78 en prenant n = p¥. On prouve
le second point. Supposons d’abord que m = p”. Si v =0, le résultat vient de f(1) = 1.
Siv =1, il est conséquence du lemme 78. Supposons le résultat vrai pour tout m = p¢
avec £ <v. Alors

J’[\(PVH)]/?(”) ﬂp)ﬂpv)ﬂn) —Pk_lf(pv_l)]?(n) d’apres le point 1

—_ o~

F(p)f(p*n)=p* ' f(p*'n) d’aprés I'hypothése

Fp )+ p  F(pYtn) = p* 1 F(p¥~'n)  d’aprés le lemme 78

— ﬂpv+1 71).
Par récurrence, le résultat est donc vrai des que m est une puissance de nombre premier.
Sim =1, on écrit la décomposition de m en produit de nombres premiers distincts

w
_ Vi
m= p;'
i=1

En écrivant ny = l%' on a
1

flm) = F(p} n1) = Flpi)f(m)
de sorte que par réitérations sur les facteurs premiers distincts de m, on a
fomy =] [Fpet).
peP

Montrons enfin le second point. On écrit

w T
v Vi
mzl |pi et n= | |p1.
i=1

i=w+1

les décompositions en facteurs premiers de m et n. Les facteurs premiers p; sont tous
distincts. On a alors

FonFin = [ TFot) = ﬂmpm] _ Fonn)
i=1 i=1
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Le résultat suivant implique que les opérateurs de Hecke seront surtout utilisés sur
les fonctions qui s’annulent a l'infini.

Corollaire 80— Soit f € Hol(H/Z) une fonction de Hecke (pour la famille {Ty ,},ep) qui
ne s‘annule pas a I'infini. Alors, il existe a € C tel que

f:(X-i—Gk.

Démonstration. D’apes le lemme 78, on a f(p)j/‘\(O) =(1+ pk_l)j?(O) pour tout p. Ainsi
]?(p) = 0x_1(p). D’autre part, f(l) =1 par définition. Le premier point du théoreme 79
et le lemme 12 impliquent par récurrence f(p”) = 0k_1(p”) pour tout v > 0 puis le
second point de ce théoréme donne f(1) = oy_; (1) pour tout 7 > 1. On a donc f — f(0) =

—

Gy - 6;(0) ce qui fournit le résultat avec o = f(0) — E-}-;(O)‘ O

On définit, pour toute fonction de Hecke f,

On va voir que la premiere relation du théoréme 79 se traduit en relation remar-
quable sur A; faisant intervenir les polynomes de Tchebychef de seconde espece
(voir I'annexe A.4).

Soit alors f € Hol,,(H/Z) une fonction de Hecke. En posant u, = A¢(p") et v, =

Xn()\f(p)), on a

V2 = Af(P)Vns1 — Vn
grace a (A.6) évalué en A¢(p) et

Unio = Af(P)itpyr — Uy

grace au premier point du théoreme 79. Puisque uy = v et u; = vy, on en déduit

Ap(p") = Xu(As(p)) (2.12)

pour tout n > 0. La relation de Clebsch-Gordan conduit alors a une intéressante formule
de multiplicativité des coefficients de Fourier d’une fonction de Hecke.

Proposition 81— Soit f une fonction de Hecke. Pour tous entiers m>1etn>1,ona
-~ = k1= mn
Fomfon ="y d=17(%5)
deN*

d|(m,n)

Démonstration. Si m et n sont premiers entre eux, le résultat est donné par le point 2
du théoreme 79. Soit p un nombre premier, m = p® et n = p%, alors par (2.12),on a

A (P (pP) = XX (Af(p))-
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On utilise ensuite la formule de Clebsch-Gordan (lemme 234) pour obtenir

inf(a,p) inf(a,p)
Ar(p Z Xasp-2y (A (P) A (pt72)
v=0
_ p°p?
- le*?ﬁ»
dl(p*.p?)

ce qui, apres normalisation, donne le résultat énoncé. Supposons maintenant m et n
quelconques. Alors,

vp(m)+v,(n)
Memnm=[T ) %f[g——j;;———]
p

peP dp |(p7/p(m)’p7/p("))

par multiplicativité de As et bijectivité de I'application

{(dp)pep € (N) | (p7,p% ™)} —— (deN*: d|(m,m))

(dy)pep . ]—[d I_[d.

peP pl(m,n)

On note p la fonction de Mobius (voir I'annexe 1.3.2).
Corollaire 82— Sim>1 et n > 1 sont des entiers, alors
Flmn) = ¥ B i e
Flmn = Y~ wad 75 )7(5):
d|(m,n)

Démonstration. On calcule

Somn)= ) w75 )7(5)

d|(m,n)

en reportant la valeur f(m/d)f(n/d) tirée de la proposition 81. On trouve

_ 1~ mn
S(m, n) = Z pd)a! Z ot 1f(d2r2)'
d|(m,n) rl(m/d,n/d)

Le choix € = rd conduit a

Sm,n)= ) T 7)Y uia)

£|(m,n) d|ie
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Par inversion de Mobius (lemme 10) on obtient

—

S(m,n) = f(mn).
O

Remarque 83- Ce lemme peut-étre démontré sans utiliser la relation de Mobius mais
en utilsant une relation sur les polynomes des Tchebychef (voir le lemme 235).

On utilise cette relation de multiplicativité pour construire des opérateurs de Hecke
T, pour tout entier n > 0.

Définition 84— Soit n > 1 un entier. Si n = 1, le premier opérateur de Hecke est Ty = 1.
Sin=p"avecpePetv>2, l'opérateur de Hecke d’ordre p* est défini par la relation de
récurrence

k—
Ty =T, 0 Tywr — pF 1 T,
Enfin, si n > 1, l'opérateur de Hecke d’ordre n est défini par

OpepTyopm  sin= ]_[pvp(").
peP

Remarque 85- Soit p et ¢ deux nombres premiers (éventuellement égaux). A partir
de la définition de Ty et du corollaire 72, on montre par récurrence sur v que Tyv
et T, commutent pour tout v. On déduit alors par récurrence sur w que T,v et Tpo
commutent pour tout w. Cette remarque justifie qu’on ne se préoccupe pas de l'ordre
des compositions dans la définition de T,,. Elle montre aussi que T, et T,, commutent.

La relation définissant T, implique
1 1
—— Ty =X, (—T )

pv(k—l)/2 p p(k—l)/z p

Le raisonnement est identique a celui menant a (2.12).

Exemple 86- On exprime Tsq a 'aide de T, et T :

_ 1 _ 1
TSO :T250T2 = 5k 1X2(wT5)OT2 = Sk 1(%’1‘50’1‘5—1)01‘2

=T50Ts 0T, - 51T,.

Proposition 87— Pour tous entiersm>1etn>1ona

T, 0T, = Z A WY
d|(m,n)
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Démonstration. On pose T, = WTH. Pour tous m et non a

TuoT, = OpEP (va(n) (Tp) °© XVp(m) (TI’))
= Oper (X0 Xy (Tp))

= Oper Z Tyoptmeupn /g

d|(pvp(m)’pvp(n))
comme dans la preuve de la proposition 81. Le résultat en découle. O]

Proposition 88— Si f € Hol ,(H/Z) alors

—_— 1~ mn
L=y a7(%e)
deN*
d|(m,n)

pour tous entiers m et n.

Démonstration. Sim =1 le résultat est immédiat. Si m est un nombre premier c’est le
résultat de la proposition 69. Supposons m = p¥ avec p premier et v > 2, et supposons
le résultat vrai si on remplace m par p¥~! et p¥~2. La définition de T,v donne

Ty f (1) = Ty (Tps £ ) (1) = p* ' Tpua f (n).
La proposition 69 conduit alors a

—

Ty f(n) = pk-lf;?f(g) + Tpr f(np) = pF Ty f ()

et par hypothese de récurrence, on obtient

— i B L v—ln/ s v_ln
R T M s R M
d|(p*~1,n/p) d|(p*1,np)
k-1 k7P n
-t Y f( — )
dl(p¥=2,n)

Dans les premiere et derniere sommes, on pose o = pd pour trouver

J— o —~(p'n ={p’n
Tofm= ) o lf(pg)—2)+ Yy 1f(pd—2)
(e l(p~"np)

p

k17PN

_ Z S f( = )
6|(p"‘1,np)
pld
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Les deux derniéres sommes se compensent, ne laissant que le terme provenant de d = 1
de la deuxiéme somme. On réintegre ce terme a la premiere somme pour déduire

— . —~[p'n
qup:z:yld%y)
ol(p¥.m)
Si m admet la décomposition en nombres premiers m = p;' -+ pq’ alors
— 1T mn
Tfm= ) (didy)f 1f(ﬁ)-
i) (dy---dg)
a,|(pe )

. v Vo 2 . . 7 s 7 A N
Les entiers pll, ...,Pw’ €tant premiers entre eux, on obtient le résultat énoncé grace a la

bijection
{(dl,...,dw): d; | (pfl,n),...,dw | (pz,‘",n)} — {d: d | (pf1 ---pz,“’,n)}
(dy,...,dy) — dy---dg.
O
Remarque 89- La proposition 88 implique en particulier
Tuf (n) =T, f (m) (2.13)

Enfin, par construction et grace au théoreme 79, si f est une fonction de Hecke, alors
T.f =f(n)f. (2.14)

2.3.2) Opérateurs de Hecke sur les formes modulaires

On étudie maintenant le comportement des opérateurs de Hecke vis-a-vis des formes
modulaires. L'espace des formes modulaires étant engendré par des séries de Poincaré,
on commence par étudier I'image de ces séries.

Proposition 90— Pour tous entiersm>1etn>1ona
m*1T,P,, = n*1T,,P,.
Démonstration. Grace a la proposition 88 et au corollaire 60, on a

mnt
M&J'

— 1

T,B(6) = Y (ds)F (

k-1
d|(n,)
oim %)
La proposition 88 implique donc mk‘lﬁP\m(K) = Tml (€) puis
m*1T P, =T,oT,DP,. (2.15)

On déduit alors le résultat de la commutativité des opérateurs de Hecke. O
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Théoréeme 91— La restriction des opérateurs de Hecke T, a My est a valeurs dans My. La
restriction des opérateurs de Hecke T, a Sy est a valeurs dans Sk.

Démonstration. 1l suffit de montrer les résultats pour les formes paraboliques puisque
Mj = CGy @ S et G est un vecteur propre des opérateurs de Hecke. Pour tout n > 1,
on a T,P, = n*~'P, d’aprés la proposition 90 (et parce que T, est I'identité) donc T,P;
est une forme parabolique. L’équation (2.15) et la proposition 87 conduisent a

l k k-
Z d mn/d2P1

d|(n,m)

et donc T, P, est parabolique pour tous entiers n > 1 et m > 1. Puisque les séries de
Poincaré engendre Sy, cet espace est stable par les opérateurs de Hecke. O

On peut alors montrer qu’il existe une base orthogonale de S; constituée de fonc-
tions de Hecke.

Proposition 92— Les opérateurs de Hecke T, sont autoadjoints pour le produit scalaire de
Petersson :

(T.f, &) =(f, T8

pour toutes formes f € Sy et g € Sy.

Démonstration. Puisque les séries de Poincaré P, avec m > 1 engendrent S, il suffit de
montrer le résultat pour f =P, et g=P.Ona

k—=2)! —
( ) T,P,(€) d’apres la proposition 61

(TanrP€> = W ntm

'( Hn ) Pn(€) d’apres la proposition 90

S
§

'(4 ) TgP( ) d’apres l’équation (2.13)
)l

= TP, (m) d’ apres la proposition 90
(4"nm)

= <TnP€’ m>
= <Pmr TnP€>-

O

Les opérateurs de Hecke étant commutatifs et autoadjoints on déduit le théoreme
suivant.

Théoréme 93— Il existe une base orthogonale de Sy constituée de vecteurs propres de tous
les opérateurs de Hecke T,,.

Définition 94— On appelle forme primitive de Sy tout vecteur propre de tous les opéra-
teurs de Hecke de premier coefficient de Fourier égal a 1.
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Remarque 95- Une forme primitive est donc une fonction de Hecke.

Les formes de S \ {0} n’étant pas constantes, si f appartient a une base comme celle
donnée par le théoréme 93 alors f(1) # 0 grace au lemme 73. En particulier, aprés
division par le coefficient de Fourier d’ordre 1 de chaque élément d’une base fournie
par le théoréme 93 on voit qu’il existe une base orthogonale de Sy formée de formes
primitives. On va voir qu’il n’existe qu'un nombre fini de formes primitives et que leur
ensemble constitue la seule base de formes primitives.

Proposition 96— Lensemble des formes primitives de Sy est une base orthogonale de Sy.
On note H_ cette base.

Démonstration. Soit fi,..., f; une base de formes primitives de Sy construite a partir
du théoréeme 93. Soit g une forme primitive de S. Il existe des nombres complexes

ay,...,aq tels que
d
g§= Z(Xifi-
i=1

Choisissons j tel que a; # 0. Pour tout n>1, on a
d

d
Tg=) aT.fi=) afinf
i=1

i=1

d’apres (2.14). D’autre part
d
T.g=gmg=) agnf
i=1

On a donc oc]-};(n) = a;g(n) puis g(n) = };(n) Finalement, ¢ = f;. Les seules formes
primitives sont donc les fonctions fi,..., f; et, par construction leur ensemble est une
base orthogonale. O]

Proposition 97— Les coefficients de formes primitives sont réels.

Démonstration. Grace a I’équation (2.14) on a (T,f,f) = ﬂn)IlflIz. Les opérateurs de
Hecke étant autoadjoints on a ensuite (T, f) = (f,T,,f) or {f,T,.f) = (f,f(n)f) =

]"\(n)||f||2 ce qui permet de conclure. O
Proposition 98— La fonction A est une forme primitive de Sy,.
Démonstration. Soit n > 0 un entier, T,A € S;; et S;, = CA d'ou T,A = K(n)A. O

On peut alors démontrer la premiére des conjectures mentionnées page 11. Les
propositions 98 et 81 montrent en effet que, pour tous entiers m et n, on a

— -~ —~(mn
AmAm =Y dlmA(ﬁ).
d|(m,n)
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Enfin, on ne peut pas achever cette partie sans mentionner le résultat tres difficile
suivant de Deligne. C’est ce résultat qui permet de prouver la deuxiéme des conjectures
mentionnées page 11.

Théoreme 99— Soit [ € Sy une forme primitive. Alors
[F ()] < op(mn*=72
pour tout entier n > 1.

Le corollaire suivant du corollaire 65 montre que le coefficient harmonique pour les
formes primitives &) se comporte asymptotiquement comme 1/#H;.

Corollaire 100- Le coefficient harmonique vérifie

lim Z we(f) = 1.

k—+o0

fer,

On introduit donc l'opérateur de moyenne harmonique. Si X: H; — C, la moyenne
harmonique de C est

E}X)= ) w(fIX(f).
feH;
En définissant pour tout entier n > 1 la fonction coefficient de Fourier
AMn) @ H - R
fom Apn)

le corollaire 65 montre qu’il existe C > 0 tel que, pour tout entiers m et n et tout
entier pair on a

[ER (A(m)A(m)) - 8(m = n)| < C(mn)1/4

< W’Cg, ((m,n))(logk + log(2mn)).

2.3.3) Intervalles sans valeurs propres

Le but de cette partie est de déterminer un majorant de la longueur minimum que
doit avoir un intervalle pour contenir nécessairement une valeur propre de Hecke.
Jusqu’a la fin de la partie p est un nombre premier fixé, dont toutes les constantes
peuvent dépendre.

Théoreme 101 Soit p un nombre premier. Soit € > 0. Il existe un entier ky, . > 2 et un réel
Cp,e > 0 tels que pour tout entier pair k > k, . et tout intervalle I de longueur de Sato-Tate

Cp,e

> —F——
ust(I) logl‘sk

il existe une forme primitive f de poids k dont le coefficient A¢(p) appartient a 1.

g. Noter qu’on n’utilise pas que les formes primitives sont vecteurs propres des opérateurs de Hecke,
mais simplement que leur ensemble forme une base orthogonale et que leurs premiers coefficients de
Fourier valent 1.
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Si I est un intervalle de R on note 1 sa fonction caractéristique:

1 sixel
I1(x) =
i) {0 sinon.

On exhibe une approximation lisse de cette fonction ayant des propriétés qui nous
seront nécéssaires pour la suite.

1,%x1077 4
8,x 107 %+

6,x 1078

4,x107%+ -
0.6
2,% 10784

04

024

T 1
ig 2 0 1 2

(a) Fonction pic (b) Fonction plateau

FiGURE 2.4 — Construction d’une approximation lisse de 1_; 1

Lemme 102— Pour tout intervalle [a,b] de [-2,2] et tout A € [0, 2] il existe une fonction
Fogp: R—[0,1] de classe C* sur [-2,2] telle que

1) Bpap(x) =1 pour tout x € [a, b];
2) Faap(x) =0 pourtout x & [a—A,b+A]N[-2,2];

3) il existe une suite (f(n))n>0 telle que pour tout € > 1 et tout n>C ona
[F(n)] < Co(An)™ (2.16)
out Cp > 0 ne dépend ni de A ni de n et telle que la série Z/F\(n)Xn converge normalement

n>0
vers Fp o p sur [-2,2].

Démonstration. On introduit la fonction C* définie sur R par

0 sit<0

1 .
g(t): exp(—m) SlOStSl

1 sit>1
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puis
Faap: t— G1—a/A(£)G1+b/A(—£) (2.17)
avec it
J s

Gu(t) =

Jrs

Enfin, Fp ;5 = FJA,alb]l[_M] vérifie les deux premieres conditions. Posons

—

2
F(n) = fz Fa a5 X d psT

2 s
= EJ Fpzb(2cos@)sin((n+1)¢)sinpde
0

7 us
- %f Fp q,5(2 cos @) cos(ngp)de — %f Fpa,p(2cos @) cos (1 +2)¢)do.
. 0

En effectuant € intégrations par parties on trouve la majoration (2.16) puis (2.17) donne

14 _ . . . .
”F&l}b |Oo <, A7 Puisque ||X,,||, = 7+ 1, on tire de cette majoration la convergence
normale de
F(n) = F(n)X,
neN

sur [-2,2]. Par orthonormalité,

2
F = | F,dpsr
-2
Soit
H : [-nn] - R
@ — (FA’a’b(2COS(p)—ﬁ(2COS(p))Sin(p.
Cette fonction impaire a tous les coefficients de son développement de Fourier nuls
donc elle est nulle O

On est maintenant en mesure de démontrer le théoreme 101.

Démonstration du théoréme 101. Puisque p est fixé on note A = A(p). Soit I un intervalle
de | - 2,2[ ne contenant aucune valeur As(p). Soit A suffisament petit et J le sous-
intervalle de I tel que si ] = [a,b] alors [a—A, b+ A] =1. Soit F la fonction obtenue par le
lemme 102 a partir de J et A. On a alors

|ER(F (V)| = [ER (F(V) 11 ()] = 0. (2.18)

h. On aurait aussi pu faire le raisonnement suivant : les polynémes X,, constituent une base de R[X]
et, pour tout n, l'intégrale f_22(FA,a,b ~F)X,, dpst est nulle. Par densité de R[X] dans L?([~2,2], usT), on
en déduit que l'intégrale I_zz(FA,a,b —?)fdMST est nulle pour toute fonction f de L2([-2,2], pst). Ainsi

Erab —TF est presque partout nulle et donc nulle par continuité.
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Par ailleurs,

2
IEE(F(A))—J‘ZFd]AST <I+I+1I

ou

I=E1|IF - Fylloo

2

Il =f Byt = Flloo d it
2

2

I = Fyd st
2

E (Fy () —f

et Fy est la série partielle
M
Fy = ZF(n)Xn.
n=0

Pour tout £ > 2, les majorations (2.16) et |[X,|lc <7+ 1 impliquent I +II <, (AM)™‘M?2,

Ensuite

M 2

<) Fnl- 0,000 - [ X dps|.

n=0 -2
Puisque X, (A) = A(p") et Lzz X,dpst = d(n = 0), la formule de trace de Petersson
implique

2
D (X, (V) - andm <0 K24 (n + log k)
et donc
11 <, k™2 log(k)M - pM/4,

On a alors

2
EP(E()) - J Fdugr < (AM)"“M? + k™2 1og(k)M - p™M/4,
-2

Grace a (2.18), on obtient

2
J Fdpgr < (AM)™M? + k™2 log(k)M - p™M/4,
-2

Puisque 1j < F, on a pgr(J) < (AM)~(M?2 + k172 log(k)M - pM/4, Enfin,

“ x2 b X2
”ST(I)SVST(I)'i'f \ll—zdx+J ﬁl—zdx
a-A b-A

a b
<pst(J)+ J dx + J dx
a-A b-A

< pst(J) +2A
<¢ A+ (AM) M2 + k2 log (k)M - pM/4,
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On obtient le résultat énoncé en choisissant
3
M=[logk], A=log '*(k) et (= H i1,
O

Corollaire 103— Soit p un nombre premier. Soit € > 0. Il existe un entier k, . > 2 et un
réel D, . > 0 tels que si k > k. est un entier pair, alors

#{Ar(p): f e Hy} 2D, (logh)' ™,

Démonstration. D’apres le théoréeme 101, tout intervalle de longueur (relativement a
pst) au moins £ = C, . (log k)~'*¢ contient une valeur propre Af(p)- On peut placer
[1/¢;] tels intervalles dans [-2,2] qui peuvent avoir des bords communs. Pour éviter
le cas ou une valeur propre se trouverait au bord d’un intervalle (et donc dans deux
intervalles) on ne considere qu'un intervalle sur deux de sorte que le cardinal cherché
vaut au moins [1/£;7/2 et on conclue par le choix D, . = 1/(2C, ;). O

Remarque 104- Une conjecture de Maeda prédit que les polyndmes caractéristiques
opérateurs de Hecke sont irréductibles sur Q. Ce sont donc aussi les polynomes mini-
maux et les valeurs propres des opérateurs de Hecke sont simples. En admettant cette
conjecture, on a:

#{\s(p): f € Hy} = #H;.

Propriétés intégrales des coefficients de formes primitives

Nous étudions les propriétés d’intégralité des opérateurs de Hecke. On va montrer en
détail que les coefficients de Fourier des formes de H; sont des entiers algebriques tota-
lement réels, c’est-a-dire des entiers algébriques dont tous les conjugués sont réels (/).

Lemme 105— Soit n > 1 un entier. Il existe une base de Sy dans laquelle la matrice de T,
est a coefficients entiers.

Démonstration. Grace a la proposition 88, les coefficients de Fourier de I'image d’une
forme parabolique par un opérateur de Hecke sont dans le Z-module engendré par
les coefficients de Fourier de cette forme. Il suffit donc de prouver l’existence d’une
base de l’espace Sy a coefficients entiers. Une telle base est construite dans le lemme
suivant. O

Lemme 106— Il existe une base fi,..., f; de Sk a coefficients dans Z et telle que, pour tous
1<i,j<dona fi(j) =i =j).

i. Autrement dit, un entier algébrique totalement réel est une racine d’'un polynéme unitaire, a
coefficients dans Z et dont toutes les racines sont réelles.
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Démonstration. On choisit a et b des entiers naturels tels que pour j =1,...,d, la forme

. in2(d-j . . N . . .
parabolique g; = A]E6( J )MEZ soit de poids k. Ces formes sont a coefficients entiers et,

sii<j,alors gj(i) = 8(i = j) puisque A est parabolique de premier coefficient A1) =1
et E4(0) = E4(0) = 1. On construit far fa—1,-.-, f1 en posant f; = g, et

i—1
fi=gai=) ZGild=ifay (i=1..,d=1).
j=0

O

On note Skz I’ensemble des formes paraboliques de poids k sur SL,(Z) a coefficients
de Fourier entiers.

Proposition 107— Lensemble SkZ est un Z-module libre de rang la dimension de Sy et
stable par les opérateurs de Hecke.

Démonstration. On note d la dimension de S et {f;};<i<4 la base du lemme 106. Par
construction de cette base, on a
d
P zfic st
i=1

et il reste a montrer 'inclusion opposée. Soit donc f € Skz. Grace au lemme 106, il

existe {cj}1<j<q € C* tel que
d
f= Zcifi'
i=1

Soit j € {1,---,d}, on va montrer que ¢; € Z. On a

et, par construction des formes f;, il en résulte f(j) =c¢j. Ainsi, ¢; € Z et

d
PDzfi=st
i=1

La stabilité par les opérateurs de Hecke résulte du lemme 105. O

Grace au lemme 105, le polynome caractéristique de T, est a coefficients entiers et les
valeurs propres sont des entiers algébriques. Elles sont réelles puisque les opérateurs
de Hecke sont autoadjoints. Les racines conjuguées sont aussi réelles puisqu’elles sont
aussi des valeurs propres des opérateurs de Hecke. Ces racines conjuguées sont en
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fait valeurs propres de formes primitives, ce qu'on montre maintenant. Soit ¢ un
automorphisme de C (il préserve Q) et f € H;. On définit

Avec la base du lemme 106, on écrit

d
f= Ztifi-
i=1

Puisque f; est a coefficients entiers on a

i[io ﬁ ] e(nz) = y o(t;)fi € S.
i=1

1

D’autre part, T, f° = F(n)f": en effet, soit m > 1, on a

T = Y ao|F{55)] = o[Tm)] = Fou7o(m
d|(m,n)
On en déduit que les conjugués par les automorphismes de C des valeurs propres de
Hecke sont coefficients de formes primitives donc réels.
On note 7; I'espace vectoriel sur C engendré par les opérateurs de Hecke. On va
montrer que 7y est isomorphe a I'espace £ (S;) des formes linéaires de S et que Sy est
isomorphe a l'espace L£(7;) des formes linéaires de 7.

Lemme 108— Les applications linéaires
T — L(S)
T - (feT)

et
Sk — L(Ty)

f - (T Tf(1))
sont des isomorphismes d’espaces vectoriels.

Démonstration. On note ¢, 'application linéaire de 7; dans £(S) et ¢, 'application
linéaire de Sy dans £ (7). Soit T € 7 tel que ¢;(T) = 0. Alors, pour toute f € S, on

a T?( = 0 et, en particulier, pour toute f € Sy et tout n € N, on a T(T f = 0. Par
commutativité des opérateurs de Hecke, on en déduit T, (Tf)(1) = 0 puis T f n) =

(voir la proposition 88) pour tout n € N. On a donc Tf = 0 pour toute feSpuisT=0
et (p1 est 1n]ectlve Soit maintenant f € S telle que @,(f) = 0. Pour tout n € N, on a

nf =0,1.e. f =0etdonc f = 0. Ainsi ¢, est injective. L'injectivité de ¢; implique
dim?} <dim S, et I'injectivité de ¢, implique dimS; < 7. On a donc dim Sy = 7 et
les applications linéaire ¢; et ¢, sont bijectives. O
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Corollaire 109— Les espaces vectoriels Ty, et Sy sont duaux.
Remarque 110- Le lemme 108 peut se résumer en ’énoncé suivant. L'application bili-
néaire
TixS — C
(T,f) = Tf(1)

est un accouplement parfait (voir I'annexe A.6).
Lemme 111— Une base de T est {T;},<;<4 ou d est la dimension de S.

Démonstration. Puisque 7 est de dimension d, il suffit de montrer que la famille
{Ti}1<i<q est libre. Soit {t;}1<;<4 tel que

itiTi =0.
i=1

En notant {f;};<j<4 la base construite au lemme 106, on a

d —_—
ZtlTlf](l) = O
i=1

pour tout j € [1,d]. Il en résulte

puis t; = 0 pour tout j. O

On note T,” et on appelle Z-module de Hecke sur SL,(Z) le Z-module engendré par
les opérateurs de Hecke.

Lemme 112— Le module 7;(2 est un Z-module libre de rang la dimension de Sy admettant
(T} <i<dims, comme base,

Démonstration. On note d la dimension de Si. Soit n € N, il suffit de montrer que

T, = tT;

R

i=1

avec {ti}1<i<q € Z%. Lexistence de {tih<i<a € C? est donnée par le lemme 111. Soit
{fi}1<i<a la base construite au lemme 106, pour tout j € [1,d], on a

d
T =) tfili)=t
i=1

puis, comme T/,ij(l) = E(n) €Z,onatjeZ. O



Chapitre 3

Formes quasimodulaires sur le
groupe modulaire

Définition

On note a partir de maintenant

_1.d
T 2imdz
Si f € My vérifie Df = 0 alors f est constante et donc k = 0 ou f = 0. D’autre part, si
+00
flz)=) Flmperm
n=0
alors
+00 )
Df(z) = an(n)ez”mz.
n=0
Si f € My, alors Df vérifie
—(k+2) az+b _ L c
(cz+4d) Df(cz+d Df(z)+2in (Z)cz+d (3.1)

pour toute matrice (? 3) € SL,(Z). Si f n’est pas une fonction constante, la fonction D f
ne vérifie pas la condition de modularité et n’est donc pas modulaire. Supposons en
effet, par I’absurde, que Df est modulaire de poids ¢ avec f non constante (soit k = 0).
En comparant (3.1) et la condition de modularité de poids ¢, on obtient

[(c2+a) ~ ez + )| Df 2) = 5 —clez + ) f(2),

Ayant fixé z € H et c = 1, on en déduit que le polynome

[(z+X)" = (z+X)**?|Df (2) - %(z + X1 £ (2) (3.2)

63
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s’annulant sur I'ensemble infini des entiers est nul. Si £ = k + 2, cela implique f = 0.
Si € = k +2, la considération du coefficient de X™#(¢,+2) implique Df(z) = 0 puis
f(z) = 0. Le but de ce chapitre est d’agrandir ’espace des formes modulaires de facon
a obtenir un espace stable par dérivation. Pour aider a choisir la bonne définition,
on établit aisément par récurrence une formule donnant les les dérivées succéssives
d’une forme modulaire.

Proposition 113— Soit f une forme modulaire de poids k et m > 0 un entier. Pour toute
matrice (‘g Z) € SL,(Z) la me dérivée de f vérifie

ot ()<Y e i o)
i=0

cz+d jlk+m—j—1)\2im cz+d

Définition 114— Soit f: H — C une fonction holomorphe. Etant donnés des entiers k,
s > 0, on dit que f est une fonction quasimodulaire de poids k et profondeur s (sur
SL,(Z)) s’il existe des fonctions holomorphes f,..., f; sur H avec f; non identiquement nulle,

telles que
(cz+d)-’<f(”z+b):ij(z)(L)] (3.3)
=0

cz+d cz+d

pour toute matrice (? Z) € SL,(Z) et tout z € H. Par convention, la fonction nulle est
quasimodulaire de profondeur nulle pour tout poids.

On note FM;, I'ensemble des fonctions quasimodulaires de poids k et profondeur s et

< . . . . .
FM;® I'espace vectoriel sur C des fonctions quasimodulaires de poids k, profondeur
inférieure ou égale a s. On note aussi

00 ._ <
PMP = | JEME.
seN

Avec les notations de la définition 114, on définit pour tout entier j l'opérateur
Q; en posant Q;(f) = f;.

On remarque que l'application
a b a b
e a)nfca
a b . —k
Al o)er=teart|

définit une action de SL,(Z) sur les fonctions holomorphes sur H. De plus, pour
A =(2%) € SLy(Z), on définit

avec

az+b)

cz+d (3-4)

X(A) : H —» C
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de sorte que (3.3) se réécrit

[714) =Y aitrxaay. (55)
=)

Les applications Q; sont bien définies grace au résultat d’unicité suivant.

Lemme 115- S'il existe des fonctions f,..., f; telles que, pour toute matrice A € SL,(Z) et

toutze Hona .
) f(2)X(AY(z) =0
j=0

alors f; = 0 pour tout j.

Démonstration. On évalue 1’égalité en A = (% d-1 ) et on obtient

Zf] (Z+d)_0pulst] Nz+d)P =0

pour tout z € H et d € Z. 11 en résulte que le polynome

Zf] )(z +X)*

s’annule une infinité de fois. Les coefficients de son développement de Taylor en —z
sont donc nuls et les f; sont nuls. O

Remarque 116- Noter que si f € Mj I’équation (3.1) se réécrit (Df | A) =Df +
k+2
2me( ). On retrouve rapidement cette égalité en remarquant qu’en dérivant (3.4),

on a pour toute fonction f holomorphe sur H I’égalité
D(f|A):—L(f|A)X(A)+(Df | A). (3.6)
k 207t \" g k+2
Lemme 117- Soit A et B dans SL,(Z), alors
(X(A)lB) = X(AB) - X(B).
2

Démonstration. 1l s’agit juste de la décomposition en éléments simples du terme de
gauche. En effet

(X<A>IB cyz+9) ¢
2] iiig +d  (yz+0)[(ac+yd)z +pc+od]
K L

- (occ+yd)z+(3c+6d+yz+6'
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Ona
K:((ac+yd)z+[3c+6d)(X(A)|B) =ac+yd
2 |z=—(Bc+dd)/(ac+yd)
et
c —yc
L= (yz+9)[X(A)|B - ‘ - -
v )( ( )£ )|z:6/y —(ac+ yd)% +pc+od  (ad—Py)c i

O]

Remarques 118- i) Le choix de (’; s) = ((1) (1)) dans (3.3) montre que Qg = I. Autre-
ment dit

feEME = Qo(f) = f.
ii) De méme, le choix de (‘Z Z) = ((1) ! ) implique
f € EM}? = f est périodique de période 1.
iii) Soit f € FM;”. On note Prof(f) sa profondeur et Poids(f) son poids.

iv) Si f € FM;? et ¢ € FM}” ne sont pas la fonction nulle, on a Prof(fg) = Prof(f) +
Prof(g).

v) Soit f € FM;?. On pose Q;(f) = 0 pour tous j <0 et j > Prof(f). On vérifie aisément
que pour tout n, I'application Q,, est linéaire et

Qu(f9) =) Qi(fIQu (g (3.7)
=0

J

Le lemme technique suivant va étre utile par la suite.

Lemme 119- Considérons la matrice unipotente supérieure

M(x) - ((E: 11 )Xﬁ_a)lﬁotﬁs+l

asp<s+1

alors
M(x + ) = M(x)M(y).

En particulier, la matrice M(x) est inversible d’inverse

Démonstration. Le coefficient d’indice (a, ) du produit M(x)M(y) est

s+1 — P —
TR L Y (G R B TR Loy D L

= a-1 - a-1 =\«
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Ce lemme permet de montrer que les fonctions Q,(f) sont elles-mémes quasimo-
dulaires.

Proposition 120- Soit f € FM:°. Pour tout m € {0,...,s}, on a
< (m+v
(@ut) 1 A=) (" jQuntrixar
k—2m =0 v
pour toute matrice A € SL,(Z). Autrement dit,

C+m

Qo Q= ( )c2€+n1

m

pour tous € et m.

Démonstration. Puisque (f |AB) = ((flA) |B), ona
k k |k

i)

Le lemme 117 implique alors

) [S ewr on 1

j=0\n=j

S

(Qn(f) | B)(X(A)IB) .
0 k—-2n 2

n=

X(ABY.

En comparant avec le développement de (flAB), on en déduit
k

Q(f) = Z(?)(—xw»”‘f (Qn<f>k_|2nB)
n=j

pour tout j. Ces équations peuvent se réécrire en

(QO(f )iB) Q)

MEXB) s =]

(@ 1 8)] )
k-2s
et en utilisant le lemme 115,

(QW )iB) (/)

: =M(X(B))|
(Qs(f) | B) )

k-2s
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autrement dit .

(Qn(f) | B)= (j)Q]-(f)X(B)j‘”
k—2n n

j=n

pour tout n. Le résultat en découle. O]

Remarque 121- On définit une action sur les vecteurs colonnes de fonctions de H dans

C en posant
fo ,

]%n ey = (fnk_'l%Y)

7

(7,1 7]

k—2s

pour tout y € SL,(Z). On a montré que si si f est quasimodulaire de poids k et profon-
deur s alors

Qo(f) Qo(f)

Q) [y = M) | Qu(h) .
Qu(f) Qu(f)

On donne une seconde preuve de 'importante proposition 120.

Démonstration alternative de la proposition 120. Soit A et B dans SL,(Z). On a

((f){B) iA‘l) = ;(Qn(f)X(B)” LA‘I) (3.8)
= [Qutn 1At (xmpa (59)

=0 k-2n 2
= Z(Qn(f )| A‘l)(X<BA‘1>—X<A‘1>)" (3.10)

n=0
d’apres le lemme 11

: [Z(—l)”_m(Z)(Qn(f)k_lz A-l)xm-l)"-m

m=0Ln=m

v g |

X(BA™H™  (3.11)

par développement du terme (X(BA‘1 ) - X(A™! ))n puis permutation des sommes. D’autre
part,

((fIICB)]I(Al) = (f]|(BA1) = ;Qm(f)X(BAl)m
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donc

)(va(f) | A*)X(A-l)”.

k—2v-2m

(Qm(f) | A)= ) <—1>"“’“)((Qv+m<f> | A-l) | A)(X(A*@A)
m v=0

k-2 m k—2v-2m k—2v-2m
< [v+m
SO () ST
m
v=0
car, le lemme 117 conduit a (X(A‘1)|A) =X(I)-X(A) = -X(A). O
2

Corollaire 122— Pour tout entier r > 1, on a

1
Q =5 Qio-0Qy.
N——
r iterations

Corollaire 123— Pour tout m < s, on a l'inclusion
Q (FM}) CFMS, .

Il résulte du corollaire 123 que si f € FM; alors Q(f) vérifie 'équation de modularité
de poids k — 2s: pour toute matrice A € SL,(Z) on a

k-2s

(Qs(f) | A)=Qs- (3.12)

Nous voudrions ajouter une condition a notre définition des fonctions quasimodulaires
pour assurer que cette fonction Qq(f) soit modulaire tout en préservant la structure
d’espace vectoriel. Puisque tous les coefficients Q;(f) d’une fonction quasimodulaire
sont des fonctions quasimodulaires, ils sont périodiques de période 1 et admettent
donc un développement de Fourier. On introduit alors la définition suivante.

Définition 124— Une fonction quasimodulaire f de poids k et profondeur s sur SL,(Z)
est une forme quasimodulaire si les développements de Fourier de toutes les fonctions
coefficients de sa transformation quasimodulaire n’ont pas de terme d’ordre strictement

négatif:
Qj(f)z) =) Q(Flme
n=0

pour tout j €{0,...,s}.
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On note M; l'ensemble des formes quasimodulaires de poids k et profondeur s
et M,fs I’espace vectoriel sur C des formes quasimodulaires de poids k, profondeur
inférieure ou égale a s sur SL,(Z). On note aussi

00 .__ <s .
M= ME et My = | My
seN ke2N
On a une structure graduée grace au bon comportement du produit:

<s <t <s+t
MMy — My
(f,e) = f&
Remarques 125- i) Une forme quasimodulaire de poids k et profondeur nulle est
une forme modulaire de poids k.
ii) Puisque les formes modulaires non constantes sont de poids strictement positif, si

f est une forme quasimodulaire alors

Poids(f)

Prof(f) < >

D’autre part Poids(f) est pair.
Théoreme 126— La somme sur le poids k des espaces M;? est directe.

Démonstration. Soit fi,..., f, des formes quasimodulaires telles qu’aucune n’est identi-
quement nulle et leur somme est nulle. Quitte a les réordonner et a sommer celles de
meéme poids, on considere k; < --- < k, la suite de leurs poids respectifs. On note s le
maximum de leurs profondeurs. On fixe z € H. Pour tout entier d, on a (1 d-1 ) € SL,(2).
La relation de quasimodularité implique que le polynéme

ZZQ] f)(z+ X))

i=1 j=0

s’annule en d et donc une infinité de fois. Son terme de plus haut degré, Q(f,)(z) = f-(2)
est donc nul et ce pour tout choix de z € H. L'hypothese de départ est contredite. [J

On montre dans le théoréme suivant, et c’est 'un des intéréts des formes quasimodu-
laires, que I'anneau gradué des formes quasimodulaires est stable par la dérivation.

Théoréme 127 Soit f € M; non constante, alors Df € ML Plus précisément,

k+2
o(Df) =Df,
Qu(Df) = DIQu) + T2 (f)
sil<n<set
k—s
Qs+1(Df) = Qs(f)

21Tt
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Démonstration. Puisque

DX(A) = - X(A)*
on a, par dérivation de (3.3), I’égalité
D(f iA) =) D(Qj(f)X(Ay - ;fnczj(f)X(A)f“. (3.13)
j=0

La comparaison de (3.13) et (3.6) et l'utilisation de (3.5) conduisent a

(Df | A) =) D(Qi(N)X(AY - L () x(ay* + EQufx@art (3.4
j=0

k+2 2iTC

Le quasimodularité de Df ainsi que les valeurs de Q,(Df) découlent de (3.14). Les
développements de Fourier des Q,(Df) n‘ont que des coefficients d’indice positif
puisque c’est le cas des coefficients Q,,(f). O]

Remarque 128- Soit n €{0,...,s+ 1}. Le théoreme 127 est équivalent a

k-n+1

[Q,, D] = TQn—l

TC

ouonanoté | , |lecommutateur.

Soit f une forme modulaire de poids k. En divisant ’équation (3.1) par (f |A) =f,
k

on a

k c
2imcz+d

(cz+d)_2D—f(M)—D—f (3.15)

fl\ava)= 7@

Pour garantir ’holomorphie sur H de Df/f, il est suffisant que f ne s’annule pas
sur H. Si on veut construire une forme quasimodulaire de poids 2, il suffit donc de
prendre une forme modulaire sur SL,(Z) ne s’annulant pas sur H. Une telle forme
s’annulera nécéssairement a la pointe infinie (d’apres le théoreme 33) mais au méme
ordre que sa dérivée comme on le voit sur le développement de Fourier. On choisit
alors pour f la fonction A.

Proposition 129— La fonction E, définie par

_Da

E,:
27N

(3.16)

est une forme quasimodulaire de poids 2 et profondeur 1. On a

Qi1 (Ey) = i

1Tt
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La notation est justifiée par la proposition suivante que l'on comparera a I’équa-
tion (2.8).

Proposition 130— Le développement de Fourier de E, est donné par

+00
Ey(z)=1-24 Zal(n)eZi“”Z.
n=1

I1 existe différentes preuves de ce développement. On en donne une utilisant l’ex-
pression en produit de A. Une autre sera donnée en annexe B.15. Pour simplifier
I’écriture, on définit la fonction

e : H - C

z > edm,
Cette fonction est 1-périodique et vérifie De = e.
Proposition 131— Pour tout z€ H, on a

Az) = e(z) ﬁ (1—e(nz))*.

n=

—_

Noter que la convergence du produit résulte de la convergence de la série

+00 +00
Zle(nz)l — Ze—Znnlmz
n=1 n=1

(voir I'annexe B.10). Soit

+00

n(z) = e(i)]_[(l —e(nz).
1

Pour démontrer la proposition 131 on commence par démontrer le lemme suivant (¥

Lemme 132— La fonction v vérifie 'équation fonctionnelle :

Démonstration. On suit la preuve donnée par Siegel dans [37]. En développant le
logarithme comme indiqué dans la proposition 287, on calcule:

e( 224)11() ]—lexplog( —e(nz)) _exp[ ii ]

n=1 k=1

1 1
:eXp[—;E'm] (317)

a. Le logarithme que nous considérons est la fonction définie sur C par log(z) = log(|z|) + i arg(z) avec
arg(z) €] - m, mt]. Cette fonction est holomorphe sur C\ R~ et coincide avec le logarithme néperien sur R**.

En particulier, vz = exp(% logz) = V[z[e!28(2)/2_ Pour les détails, se reporter 4 I'annexe B.3
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I'interversion étant justifiée par la convergence de

+00 +00
k=1 n=1

e(knz)
k

L'égalité du lemme équivaut a

e(ﬁ)ﬂ(_%) |z (z+1/z
:p;;@y—J;(z4)~

Par (3.17), elle est donc conséquence de I’égalité

+00 1 1 1 T 1 1 '
ZE (6(—kz) —1 e(k/z)-1 ) 2 (Z + ;)+ 5 log(~iz). (3.18)

Or,

. 2i
cotan(mkz) =i+ m

I’égalité (3.18) équivaut donc a I’égalité
1 T 1 iv 1 Tk
“log(—iz) = —j — full B E Z =1\
> og(—iz) 112 (z+ Z)+ > 2 p (cotan(nkz)+cotan( . ))

Soit z € H. On introduit
U f(u) = cotan(u)cotan(g).

Pour tout entier n, on pose v, = (n+ 1/2)7 puis

b gu2() = 1 fo ()

Cette fonction g, , est méromorphe sur C. Elle a un podle d’ordre 3 en 0 et des pdles
simples en chacun des points u = k/v, et u = nkz/v,, pour tout k € Z*. En u = tk/v,,

le résidu est: . 0
T

R = — cotan(—).

nk?\?n(g”’Z) k cotan( z )

En u = mkz/v,, le résidu est:
Res (g,2) ! tan(mkz)
es = — cotan(Ttkz).
nkz/v, 8n.z Tk

En écrivant le développement limité de g, , au voisinage de 0 on obtient

1 -
Rgs(gn,z) = _g(z tz 1)-
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-z
Ficure 3.1 — Le contour C et le domaine D

Notons alors C le contour composé des segments reliant dans cet ordre les quatre points
1,z,—-1,-z et 1, et notons D l'intérieur de ce contour (voir la figure 3.1).

On a
1

2iTt an,z(u)du = ZRgs(gn,z)'

peD

Or 1tk/v,, € D si et seulement si k € {-n,...,n} et mkz/v, € D si et seulement si k €
{-n,...,n}. On trouve donc

1 (u)du ——l(z+zl)+zi‘l cotan(mkz) + cotan n_k
2im an,z 3 Tk <0 z )
Ainsi,
. . n
J;:fZ(v”u):_Z = —%(z +z7 )+ % L % (cotan(nkz) + cotan(%k)).

On fait tendre n vers l'infini. On a
2i
e‘zvnlm”e(% Reu) -1
2ie(—vn—” Reu)

e=2valm(u) _ ¢ (—% Re u).

cotan(v,u) =1+

=i+

Or v, tend vers +oo et
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i) sur les segments ouverts reliant 1 azetza —1,onaImu >0 et donc

lim e—2v,, Imu

=0 puis lim cotan(v,u)=—i.
n—-oo n—-oo
ii) sur les segments ouverts reliant -1a —zet—-zal,onaImu <0 et donc

lim e 2" 1™" = Lo0 puis lim cotan(v,u) = i.
n—o00 n—o00

De méme

i) pour u sur |z,—1[ et |- 1,-z],

lim cotan(

n—-oo

v,u .
)
z

ii) pour u sur |-z, 1[ et ]1,z[,on a

=
~
Il

. v
lim cotan( 1

n—-oo

Ainsi

tin [ o= [ gim @ [ [ [

SRR
I R R R A R
[j f] (%)= 1 (log(2) +log(-=)

donc

(voir I’équation (B.1)). Or z € H donc arg(z) > 0 puis arg(—z) = arg(z) — 7. Ainsi

log(z) +log(—z) = 2(log|z| +iargz— z%) =2(logz +1log(—i)).
Puisque argz + arg(—i) € [-1/2,1/2], le lemme 283 implique
log(z) +1log(—z) = 2log (;)

Finalement on obtient

1 z\ _ im il Ttk
Elog(?)_—ﬁ(z+z )+EZE(cotan(nkz)+cotan(7))

ce qui démontre le lemme.
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Démonstration de la proposition 131. Grace au lemme 132, la fonction 1?* appartient
a l'espace des formes paraboliques de poids 12 engendré par A. Donc 124 et A sont
proportionnelles. Elles sont égales en comparant les premiers coefficients de Fourier.

O

Démonstration de la proposition 130. En prenant u,(z)=(1- e(nz))** -1 dans la propo-
sition 308, la proposition 131 implique
DA +00 ne(nz) +00 +00
—(z)=1-24 ——=1-24 {
A (2) ;1_6(%) ;n;e( nz)

et on obtient le développement de E, en permutant la somme en # et la somme en
L. O

Remarque 133- Considérons la fonction
E
f= K(E6 —E4E)).

C’est une fonction quasimodulaire de poids 6 et profondeur 1 et son développement
de Fourier est

1

—gf(@) =1+ 762> +210360e*™ + 25100460¢% ™ +1267943784¢* ™ + O (! 0'7% ).

Cependant ce n’est pas une forme quasimodulaire puisque

Qi(f) = —iE—i __6 (L +984+o(e2im)).

im A i\ e2imz

Contrairement a ce qui se passe dans le cas des formes modulaires, il existe des formes
quasimodulaires dont le développement de Fourier a un terme constant nul et qui ne
se factorisent pas par A.

3.2 / \
Théoremes de structure
Théoreme 134— Soit f € M;. Il existe des formes modulaires F; € My_y; telles que
s .
f=) EE
i=0

Plus précisément,

S
Mfs = @ Mk_zl'Elz.
i=0



Chapitre 3. Formes quasimodulaires sur le groupe modulaire p-77

Démonstration. Montrons d’abord
S
Mfs = ZMk_ziEzz.
i=0

Pour les formes de profondeur nulle (donc les formes modulaires), le résultat est vrai.
On le suppose vrai pour les formes de profondeurs inférieures ou égales a s—1 et on
considere f € M;. On se ramene au cas des profondeurs inférieures ou égales a s—1 en
remarquant que

in

-(ZY Qe

est de profondeur au plus s — 1.
On montre ensuite que la somme est directe. Soit f,..., f; des formes modulaires
telles que, pour tout i, le poids de f; est k —2i. On suppose f; # 0 et on pose

F=) fEb.
i=0
Par (3.7), on a
QuF) = QuUE) = £Qu(ED) = ) B3
On en déduit Q,(F) # 0 et donc F = 0. 0

Remarque 135- Reconsidérons la fonction

étudiée page 76. Elle n’est pas de la forme F, + F,E; avec deux formes modulaires F;, F,.
Si c’était le cas, la considération de la profondeur permettrait de déduire de

E} E}
KE6—F1— K-l—FZ E2
que
E3 g
F,=-2B, et F=——2
1 A 6 € 2 A

ce qui est incompatible avec la modularité de F; et F,.
Remarque 136- La relation de transformation de E, implique, qu’avec les notations du
théoréme 134, on a
Q'(f)—( 6 )Ji O\ g
VT = j 2

pour tout j € {0,...,s}.
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On montre ensuite un second théoréme de structure faisant intervenir les dérivées
de formes modulaires.

Théoréme 137— Soit f € M;. Il existe un réel a et pour tout i €{0,...,min(s, k/2 - 1)}, il
existe des formes modulaires F; € My._,; tels que

S
; k
ZDlFi sis<—
i=0 2
F =k ' r
Z D'F, + aD¥? 1B, sis= >
i=0
Plus précisément,
k/2—2

M?k/z = @ Dl./\/lk_gi ©® CDk/Z_lEQ.

i=0

Démonstration. On procede par descente sur la profondeur s grace a la remarque
suivante. On a besoin de g € M_»; tel que Q,(D°g) = Q,(f). On aura ainsi f —D°g €
./\/l,fs_l. Soit donc g € M;._,,, par réitération du théoreme 127, on a

' [k—s-
Q(D%g) = (zf;()s( . 1)g. (3.19)

Si (k_i_l) # 0, ce qui est le cas des que s = %, on choisit

(2im)’ 1
sl (kfsfl)

S

Qs(f)

qui appartient a Mj_,, grace au corollaire 123. Si s = %, ce procédé ne peut pas étre
efficace puisque le coefficient binomial est nul (cela correspond au fait que M, = C).
En revanche, par réitération du théoreme 127, on a

(k/2-1)!
(2i7‘()k/2‘1

(k/2-1)! 6

Qx/2 (Dk/z_lEz) = Q:(Ez) = Qi) i (3.20)

Puisque Qy/»(f) € My = C, on peut poser

_im (2im)M2!
Q= Zka/z(f) eC

pour obtenir f — aDN21E, € Mfk/z_l. En utilisant M, = {0}, on a donc
k/2-2

M2 = ) D' My_p;+ CDY1E,,
i=0
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Montrons maintenant que la somme est directe. Soit f,..., f; des formes modulaires
telles que, pour tout i, le poids de f; est k —2i. On suppose s < k/2 et f; # 0. Soit

F= iDifi.
i=0

Par (3.19), on a Q4(D?f;) # 0 donc Q4(F) # 0 et F # 0. Considérons ensuite f,..., fr/2-2
des formes modulaires telles que, pour tout i, le poids de f; est k —2i et a # 0. Soit

k/2-2 ‘
F= ) Dfi+aD">"'E,
i=0
Par (3.20), on a Qg/(F) = aQy/ (D¥2~'E; ) # 0 donc F = 0. O

Remarque 138- Peut-on se passer de E, ? On voudrait une forme modulaire f € M, et
un entier r tels que D' f € Mi/z. Cela implique k =+ 2retk/2 ={+r d’ou ¢ = 0. Mais
M, = C et DM, = {0}. La fonction E, agit donc comme une « une dérivée non nulle
d’une forme modulaire de poids 0 ».

Ce théoreme de structure permet de linéariser des produit de convolution (additive)
de fonctions sommes de diviseurs faisant intervenir o;. On a par exemple, E3 € Miz =
M, @ CDE(2) = CE4; & CDE(2). En identifiant les coefficients de Fourier d’indice 0
et 1, on obtient E% = E4 + 12DE(2). L’égalisation des coefficients de Fourier conduit
alors a I'égalité

T
L

01(@)01 (1 a) = 15 (01 () + 505(n) ~ 610, (1)

Il
—_

a

pour tout entier n > 1. De la méme facon, en utilisant E;DE, € ./\/l§3 =Mg@®DMg®
D?My, on obtient

n—

40

a=

1
01 (a)os (11~ a) = =11 n03(m) = Zos(n) + 01 (1))
1

pour tout entier n > 1.

Opérateurs de Hecke quasimodulaires

Dans ce paragraphe, on note la dépendance en k dans les opérateurs de Hecke. On
commence par montrer que les opérateurs de Hecke et la dérivation « commutent ».

Proposition 139— Pour toute fonction f € Hol(H/Z), on a

Tk+2,n(Df) = ”D(Tk,nf)'
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Démonstration. On applique la proposition 88 et on utilise que la dériviation est une
multiplication de chaque coefficient de Fourier par son ordre pour obtenir

D(Te)my=m ) d17(27)
d|(m,n)

Ensuite, on dérive f et on applique la proposition 88 a la fonction obtenue. On obtient

TeouDf)m)= ) dDF (%)= ) 1L 2R ) < uD (T f)(om)

42
d|(m,n) d|(m,n)

On en déduit le théoréeme suivant.

Théoréme 140— L'image par l'opérateur de Hecke Ty ,, de toute forme quasimodulaire de
poids k et profondeur s est une forme quasimodulaire de poids k et profondeur s.

Démonstration. On pose G = —E,/24. Soit f € M;* de profondeur s. On note s’ =
min(s,k/2 —2). D’apres le théoreme 137, il existe des formes modulaires f; € Mj_,;, des
complexes c; et un complexe cy/, non nul si et seulement si s = k/2 tels que

’

S

f = ZCiDifi + Ck/sz/zile.
i=0

Grace a la proposition 139, on a alors

s

Tiuf = )_ciTou(D'f) + ko Tin(D*7Go)
i=0

s/

= ) WD (T i fi) + 127 e D271 (T, o).
i=0

Puisque Ty_»; , fi € My_pj et T, ,G, = 01(n)G, (voir I'exemple page 46),ona Ty, f € Mfs.
D’autre part, Ty , f est de profondeur s si et seulement si ¢; # 0 et donc si et seulement
si f est de profondeur s. O]

On peut alors étendre la notion de formes modulaires primitives.

Proposition 141- Soit k > 2. Il existe une base de Mf‘x’ formée de vecteurs propres de
tous les opérateurs de Hecke. Plus précisément, on définit

k/2-2
<oo __ I1T*
H = ) D'H},;
i=0
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et
NE® = {Din_zi: 0<i< g— 2} U{Dk/zfle}.

Alors I'ensemble Hf‘x’ U N,f‘x’ est formé de vecteurs propres de tous les opérateurs de Hecke et
constitue une base pour M,f‘x’.

Démonstration. On a
Mi_ri = CGy_» GBVect(HZ_ZZ.)

de sorte que l'injectivité de D implique
D'M;_,; = CD'Gy_y; ® Vect(D'Hj_,)).

Si f € H;_,, alors 'égalité T, ;_»;f = f(n)f implique T, (D'f) = n'f(n)D'f. De méme
T, k(D' Gg_a;) = n' 0 _2i_1(n)D' Gy_;. O

Formes modulaires presque holomorphes

La notion de forme modulaire presque holomorphe est proche de la notion de forme
quasimodulaire: au lieu de garder ’holomorphie puis de modifier de fagon mesurable
la modularité, on garde la modularité en modifiant de facon mesurable I’holomorphie.
Nous allons montrer que les notions sont finalement les mémes.

Définition 142— Une forme modulaire presque holomorphe de poids k et profondeur s est
une fonction F: H — C telle que

— pour toute matrice y € SL,(Z), on a (Fly) =F;
k

— il existe des applications holomorphes fy,..., f; de H dans C avec f; non identiquement
nulle telle que

pour tout z € H;
— pour tout n, la fonction f,, admet un développement de Fourier sans coefficient d’indice
strictement négatif :

fiulz)=)_Fulfle(z).
j=0

On définit
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et, les fonctions f,, de la définition 142, sont notées R,,(F). Ainsi, une forme modulaire
presque holomorphe est-elle de la forme

S

R, (F)
F:Z v

n=0

La possibilité de définir R,, est justifiée par le lemme d’unicité suivant.

Lemme 143- Si fy,..., fs et go,...,8; sont des applications holomorphes de H dans C telles
que
= SN 8
yr o Lyr
=0

n=0 n

alors s =t et f, = g, pour tout n.

Démonstration. Quitte a ajouter des fonctions nulles, on peut supposer s = t. On pose
alors h, = f, — g, pour tout n et, par 'absurde on suppose l'existence d’un plus grand
entier v tel que la fonction h, ne soit pas la fonction nulle. En dérivant par rapport a x
d’une part et a y d’autre part 1’égalité

v .
h
Z—”(“W) =0 (3.21)
yl’l
n=0
on trouve
v ,
ZY—’; =0 (3.22)
n=0
et ’
i, h
Z(Y—;—nwjl):o. (3.23)
n=0

Apres soustraction de (3.23) au produit par i de (3.22) on trouve

" nh
n
o = 0. (3.24)

n=1

On a donc supprimé de notre somme la fonction hy. On itere v fois le procédé qui a
permis de passer de (3.21) a (3.24) jusqu’a trouver h, = 0. Cela contredit I’existence de
v et acheve la démonstration. O]

Remarques 144- i) Une forme modulaire presque holomorphe de poids k et profon-
deur nulle est une forme modulaire de poids k.

ii) La derniere condition de la définition porte sur les coefficients de développements

de Fourier dont 'existence est fournie par les points précédents. En effet, (F | y) =F
k

ifn<z+1>: ~ fu(2)
n=0 Y(Z)” n=0 Y(Z)”'

conduit a
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On déduit alors du lemme 143 que les fonctions f, sont toutes périodiques de
période 1. Etant par ailleurs holomorphes, elles admettent un développement de
Fourier.

Le point clé de notre démarche est que les fonctions R,,(F) sont des formes qusimo-
dulaires. La preuve est comparable a la preuve de la proposition 120.
Proposition 145— Soit

S
R, (F)
F=) =
n=0
une forme modulaire presque holomorphe de poids k et profondeur s. Alors, chaque coefficient
R, (F) est une forme quasimodulaire de poids k — 2n et profondeur s —n. De plus,

Lifnt]
QjORn:(ZZ)]( ]-])Rn+j

pour tout j.
Démonstration. On note y = (i Z) En utilisant
1 lcz + d|? ( . cz+d )
= =(cz+d)[-2ic+
O R T R N (P

on trouve

Sy Y o nj | L
(Flly) Z[Z( 2i) (].)(Rn<F>k_|2ny)X<y> ]Y].. (3.25)

j=0 \ n=j
Puisque (Fly) =F, le lemme 143 implique
k

Rj(F) = X(—zn”‘f(’;)(Rn(F) | v)xm”‘f

. k—-2n

pour tout j. On peut réécrire ces équations en

(RO(f );'f) Ro(f)

M (=2iX(y)) ; =

(R | )|
k-2s
Grace au lemme 119 on obtient

(RO(f)ID/) RO(f)

L |=Meixe)|
(ke 1 7) Rlf)

k-2s
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On a alors
S

(mw>|ﬁzilﬂ@me”mwx

k-2n b= n

Ceci conduit au résultat puisque les conditions sur les développements de Fourier des
coefficients Q,, des formes quasimodulaires et des coefficients R,, des formes modulaires
presque holomorphes sont identiques. O

Remarque 146- On a une action sur les vecteurs colonnes de fonctions de H dans C a
la remarque 121. On a montré que si si f est modulaire presque holomorphe de poids
k et profondeur s alors

Ro(f) Ro(f)
Ro(F) Iy = M@iX() | RaF) |-

Ry(f) Ry(f)

Il faut noter le ressemblance avec la remarque 121. La relation de quasimodularité et
I’action modulaire sur les formes presque holomorphe se raménent a une multiplication
par un élément d’un groupe a un parametre.

Puisque Q;Rq = (2i)jRj alors, si F est une forme modulaire presque holomorphe
de poids k, il existe une forme quasimodulaire f(= Ry(F)) de méme poids et pro-
fondeur telle que

v Qulf)
F= %in. (3.26)

Grace aux lemmes 143 et 115, cette forme quasimodulaire f est unique. Réciproque-
ment, si f est quasimodulaire de poids k, on définit F par (3.26), ainsi:

_ N Quf)2i)y
F= ZOY—

Grace a (3.25), on a

ypubal
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donc

(Fl)/): - Q]:(f).:F.
S

On déduit le résultat d’identification suivant.

Théoreme 147— Lapplication linéaire

=0

=

de 'espace des formes quasimodulaires de poids k et profondeur inférieure a s dans l'espace
des formes modulaires presque holomorphes de poids k et profondeur inférieure a s est un

isomorphisme d’inverse

S
-1, fn
n=0

Les formes quasimodulaires étant décrites a I’aide de E; et des dérivées de formes
modulaires (voir § 3.2), il nous reste a étudier I'image de E, et de la dérivation D par ®.

Puisque Q4 (E,) = P la forme modulaire presque holomorphe image par @ de E, est

3
E;=E,——.
277y
Enfin I'image de D est
5=0DP.

Les fonctions presque holomorphes ne sont certes pas holomorphes mais elles sont dé-
rivables comme fonction de R? donc, aprés changement de variables comme fonctions

de zetz. On a
9 _L(d ;9) o 2_1(d ;9
dz  2\dx dy 0z 2\dx dy/
Si f est holomorphe, il résulte des conditions de Cauchy-Riemann que

o _ Jof _
g = D(f) et g =0.

La dérivation D est donc prolongée par d/dz de sorte que 2iy = (z —z) implique

_IJYy _ 1
dz 28

En particulier, la dérivée d’'une forme modulaire presque holomorphe

DY

S

R, (F)
F:}Z—?r

n=0
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est
s+1

S
_\"DR(F) | 1 K (1= 1R,y (F)
DF = ; vt Z = .

Proposition 148— La dérivation image de D dans U'espace des formes modulaires presque
holomorphes de poids k est définie par

OF =DF - LF

4nY
Démonstration. On calcule
s+1
Q,, DRy(F)
OF = ®DRy(F) = _
o(F)=) Y
n=0
Grace au théoréme 127 on obtient
s s+1
DQ,Ry(F) 1 (k—n+1)Q,_1Ry(F)
OF = _— .
; 2iY)r | 2in Z 2iY)"
La proposition 145 implique alors
* DR,(F) 1 & (k-n+1)R,_,(F)
_ ) - - n—1
oF = Z Y" 41 Z Y
n=0 n=1
c’est a dire )
OF =DF- ——F.
4nY

Modularité et équations différentielles

3.5.1) Des équations satisfaites par les séries d’Eisenstein

Puisque DE, est une forme quasimodulaire de poids 4 et profondeur 2, elle est
combinaison linéaire de E4 et E3. Par identification des premiers coefficients de Fourier,
on trouve

1
DE, = E(E§ —Ey). (3.27)

De méme, DE, est une forme quasimodulaire de poids 6 et profondeur 1. Elle est donc
combinaison linéaire de Eg4 et E4E,. On trouve

1
DE4 = g(E4E2 - EG) (328)
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Enfin, DE¢ est une forme quasimodulaire de poids 8 et de profondeur 1. Elle est donc
combinaison linéaire de Ei et EgE,. On trouve

1
DE¢ = 5(E6E2 ~EJ). (3.29)
Les équations (3.27), (3.28) et (3.29) sont connues sous le nom d’équations de Ramanujan.
On dérive (3.27) et on utilise (3.28) pour trouver

1 1 1
D?E, = —E5 - —E,E4 + —Eq. 3.30
27722 T 0 P T 3600 (330)
En dérivant cette équation et en utilisant (3.27) et (3.29) on trouve
1 1 1 1
D3E, = —E; - —E3 - —E3E, + —E,E,. 3.31
272882 96 4 48 2 %736 2 (3:31)
On multiplie ensuite (3.30) par E;, puis on reporte le résultat dans (3.31) pour obtenir
1 1 1
D3E, = -—E}+E,D?E, + —E3E, — —E2.
2796 22T 2T ag 2t g6 ¢

Elevant (3.27) au carré et reportant le résultat dans I’équation précédente, on obtient
3
D3E, =E,D?E, - E(DEZ)Z. (3.32)

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 149— La fonction ‘
\/EemﬂlEz
est solution de I’équation de Chazy

ym — 2yy// _ 3})/2'

DA
En remplagant dans 1’équation (3.32), la fonction E, par sa définition E, = NG

on trouve une équation différentielle a coefficients constants d’ordre 4 satisfaite par
A, a savoir

2A°D*A - 10A’DAD?A - 3A%(D?A)? + 24A(DA)* DA - 13(DA)* = 0. (3.33)

On verra dans la partie 3.5.2 que A satisfait une équation différentielle a coefficients
constants d’ordre 3.

L'obtention d’une équation différentielle a coefficients constants d’ordre 3 satisfaite
par E; a été relativement aisée a partir des équations de Ramanujan. Ce n’est pas si
simple pour E,4 et E4. Cependant, a l'aide des équations de Ramanujan, on trouve

1
DE, = §(E2E4—E6)
5
2p _ 2 (m2p 2
DEy = o (E3E4 - 2E,E¢ + E})

5
D3E, = - (E3E4 - 3E3Eq + 3E,E] — E4Eq).
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On vérifie alors que

L4(E4, DE4, D?Ey, D3E,) = 0 (3.34)
avec
25 36 15 s, 27
Ly(X,Y,Z,T)=X32% - OX2Y2Z-X2T2 + 22 Xy4 1 9XYZT - 20X 73 - Dysr 2y
2 16 5 2 4
De méme, les équations de Ramanujan conduisent a
1 2
DEg = 5 (E2Eq - E3) (3.35)
7
2 2
D2Eg = ﬁ(E Eq — 2E,E] + E4Fy ) (3.36)
7
D3Eg = ﬁ(2E3E6—6E2 3+6E,E4Eg — B} —EZ). (3.37)
On vérifie alors que
Lg(Eg, DEg, D?Eg, D3E¢) = 0 (3.38)
avec
7 49 343
Le(X,Y,Z,T)=X"23 - —X6Y222 —XOT3 + E><5Y42 +12X3YZT? - . 6X4Y6
28 72 224
2 ZXAY3T? - 48X4Y2 22T - —X4T4 3 ZOX3YAZT + 64X3Y3 73
, 1152 6144 784 448
—=X3yzT13 - 5 ———x37312 - > X 2yoT - =X 2y>72 - 128X2%Y°T?
3840 49152 131072 3136
TXPY2Z2T? + TEXAYZA T - — X220+ XY’7Z +1024XY4ZT?
7 49 343
34816 32768 21952 3584
- XY3Z3T + =———XY?275 - Yo - yoT?
21 49 729 9
204 204
03 Syszotr - 07 Syize

La provenance des polynomes Ly et Ly sera expliquée dans la partie 3.5.4 (voir le
théoreme 156 et les exemples 171 et 172).

3.5.2) Equations différentielles des formes quasimodulaires

A la partie 3.5.1, on a montré que les séries E,, E4 et E¢ sont solutions d’équations dif-
térentielles d’ordre 3. On généralise cette remarque a toutes les formes quasimodulaires.

Proposition 150— La famille
{EQEQ; ie[N,je[N|4i+6j:k}

est une base de M.
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k 0 2 4 6 8 10
B | {1} | 0 | {Eq} | {Bg} | {Eg =E3} | {Eq9 = E4Es)

Tasre 3.1 — La famille By

Démonstration. Notons By = {EiEé: ieN,jeN|4i+6]= k}. On commence par mon-

trer, par récurrence sur k, que By engendre M. Pour les premieres valeurs de k, on
a facilement le tableau 3.1. Pour k < 10, le fait que By engendre M; résulte donc des
théoremes 35 et 44. Soit k tel que By engendre M. On considere f € My, 1,. D’apres
le théoreme de Bezout, il existe des entiers ij et jj tels que 4iy + 6jp = k+12. On a
alors f —RO)EZ)EéO € Sks12 et il existe g € My tel que f —f(O)EZ’EéO = Ag (théoréme 49).
Puisque By engendre Mj, on écrit

§= ) MpESEf
4o+6p=k

pour en déduire

_ 1 a+3P 1 apht2
Ag= e Z NopE§ B~ T7ag Z AopESEE".
4(a+3)+p=k+12 a+6(p+2)=k+12

On en tire que f est combinaison linéaire de By, , ce qui achéve la récurrence.

On montre ensuite que la famille By est libre. On commence par remarquer que,
grace au théoreme 33, la fonction E4 ne s’annule qu’en SL,(Z) - p ou elle s’annule
a l'ordre 1 et la fonction Eg ne s’annule qu’en SL,(Z) - i ou elle s’annule a 'ordre 1.
Supposons By non libre. Soit

F= Z }\QEZ‘Eg =0
4a+6p=k
avec I’'un des coefficients A, non nul. On a
F=o(4 kBt Y AESEf=0.
4o+6p=k
p>1

L'évaluation en i conduit a 6(4 | k)Ag/4 = 0. Soit o le plus petit des « tels que A, = 0. (Il
existe alors p > 1 tel que 4o+ 6f =k). On a

- Ey \* —ag P
A CEID W P NERAE
4a+6p=k
p>1
Evaluant cette quantité en z = p, on trouve

Aoy B4 (p) 0 Eq(p) 0/ = 0.

On obtient la contradiction A, = 0. La famille B; est libre. O
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Remarque 151- La proposition 150 permet un nouveau calcul de la dimension de My
par décompte des solutions de 1’équation 4i + 6] = k.

Corollaire 152— Les formes quasimodulaires sont des polynomes en E,, E4 et Eg.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 150 et du théoréeme 134. O
Proposition 153— Si P € C[X,Y, Z] vérifie P(E,, Ey4, Eg) = 0 alors P = 0.

Démonstration. Par regroupement des termes, on écrit

P:i Y PagyYOZPXY.

k=1 4a+6p+2y=k

Le théoréeme 126 implique

4a+6p+2y=k

pour tout k. Par considération de la profondeur, on a y = 0 et donc

Z poqgoYDCZ[3 =0.
4o+6p=k

Enfin, les coefficients p,po sont tous nuls grace a la proposition 150. O]

La proposition 153 implique que E,, E4 et E¢ sont algébriquement indépendantes sur
C. Le corollaire 152 implique que [ J; M;” est algébriquement dépendant de {E,, E4, E¢}
sur C (voir I'annexe A.7). Il résulte alors du théoréeme 257 qu’étant données quatre
formes quasimodulaires, elles sont nécessairement algébriquement dépendantes sur
C. (Et, puisque EBk M = C[E4, Eg] qu’étant données trois formes modulaires, elles
sont nécessairement algébriquement dépendante sur C). On résume ces résultats dans
la proposition suivante.

Proposition 154—

1) Si f, g et h sont trois formes modulaires, il existe un polynome P € C[X,Y,Z] tel que
P(f,g h)=0.

2) Si f1, fa, f3 et fq sont quatre formes quasimodulaires, il existe un polynome Q €
C[X,Y,Z,T] tel que Q(f1, f2, f3, f1) = 0.

Pour les formes modulaires, la proposition 154 est optimale.

Proposition 155— Soit f € My et g € My non nulles. S’il existe un polynéme non nul
P e C[X,Y] tel que P(f,g) = 0 alors la fonction f¢/g* est constante.
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Démonstration. Par symétrie, on peut supposer ¢ > k. La fonction f¢/gk vérifie la
condition de modularité de poids 0. Si elle n’est pas constante, elle ne peut donc pas
étre holomorphe. Il existe donc p € H U {oo} tel que g s’annule a l'ordre v,,(g) en p et tel
que si l'ordre d’annulation de f en p est v,(f) > 0 alors vy(f) < kv,(g). On en déduit
vo(8) > vy(f). Par ailleurs, si P(f,g) = 0, on peut supposer qu’il existe K € 2N tel que P
soit de la forme

|K/¢]
POX,Y)= ) aXiYi= ) bXiyi
(i,j)eN? j=0
ki+€j=K
avec
0 iktK-{j K-¢j
bj:{ sLkEK=¢) i(j):T].
(Zl(])] sinon

(En fait, tout polyndme est somme de termes de cette forme et, grace a la proposition 26,
chacun des termes annule (f,g).) On note jo = min{j € N: k | K- {jetb; = 0}. Le
polynome

|K/¢] -
QX Y)= ) bXyii
j=Jo
annule (f,g) et b, # 0. On a donc
bjofz(]o) — _ Z bjfl(])g]—]o
j=jot+1

et tout zéro de ¢ annule f au moins au méme ordre. C’est contradictoire avec le début
de cette preuve. O]

La proposition 154 implique en particulier le résultat suivant ().

Théoréme 156— Toute forme quasimodulaire satisfait une équation différentielle d’ordre 3
a coefficients constants. Si f € M7, il existe un polynome non nul L € C[X,Y,Z,T] tel que

L(f,Df,D*f,D*f) = 0.

Apres I’étude des crochets de Rankin-Cohen, on montrera que si une forme modulaire
f n’est pas constante alors f, Df et D?f sont algébriquement indépendante sur C.
Autrement dit, si P(f, Df,sz) =0 avec P € C[X,Y,Z] alors P = 0. Cela revient a dire
que f n’est solution d’aucune équation différentielle d’ordre 2 a coefficients constants
(voir la propsition 175).

Remarque 157- On donnera plus loin (voir la remarque 170) une autre preuve (due a
Resnikoff) dans le cas ou f est une forme modulaire.

b. La restriction de ce résultat aux formes modulaires est un résultat de Hurwitz (1889).
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L’équation (3.33) était une équation différentielle d’ordre 4 satisfaite par A. Le
théoreme 156 nous indique que A doit satisfaire une équation différentielle d’ordre
3. On a montré que

_ 3 12
A=17as B Ee)

On en déduit, grace aux équations de Ramanujan les expressions suivantes:

_ 1 3 2
DA = —1728(134 ~ E2)E,
1
D?A = E3 - B2)(13E2-E
20736( 4 6)( 3 2 4)
1
3 3 2 3
D3A = 124416(E4—E6)(91E2—21E2E4+2E6).

A laide de ces équations, on vérifie
LA(A, DA, D?A,D3A) =0 (3.39)
avec

LA(X,Y,Z,T) = 48X7 +36X*T? - 252X3YZT + 48X3Z2% + 182X?Y3T + 285X2Y? 72
—468XY*Z +169Y°.

La provenance de ce polynéme L sera expliquée dans la partie 3.5.4 (voir 'exemple 174).

3.5.3) Crochets de Rankin-Cohen

Définition 158— Soit f € ./\/lfs etge M?t. Soit n > 0 un entier. Le n® crochet de Rankin-
Cohen (associée au profondeur s et t) de f et g est défini par

[ @lhss = i(_l)r(k—ﬁn— 1)(€—t4;n—l)DrfDn_rg.

n-—r
r=0

Remarque 159-Si f € Mfs etge M?t, alors k et ¢ sont déterminés par f et g. Il n’est
donc pas nécessaire de préciser la dépendance en k et £ de [f, g],;.s+- En revanche, rien
ne dit que s soit la profondeur de f et t celle de g. Ce sont juste des majorants de ces
profondeurs. Il est donc nécessaire de préciser la dépendance en s et t. On réservera la
notation [f, g], pour [f, gl lorsque nous saurons que s est la profondeur de f et t
celle de g.

D’aprés le théoréme 127, on a [f, gl € Mitsthl. Ce serait en fait le cas pour

n'importe quelle combinaison linéaire

n

Za(r)Drf D" g

r=0
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Nous allons monter que le choix fait pour a(r) permet de réduire la profondeur. En
particulier, le crochet de Rankin-Cohen de deux formes modulaires sera toujours
une forme modulaire. On commence par établir une formule pour les dérivées mul-
tiple d’'une forme quasimodulaires. C’est une généralisation de la proposition 113
et du théoreme 127.

Lemme 160- Si f € M;* alors

(D’f | v)= Si

k+2r =0

r

1 (r\[fk+r—n+j-1\__,_; ‘
Z(2in)f]!(j)( j )D Quif)

j=0

X(y)"

pour tous r > 0 et y € SLy(Z).

Démonstration. Il s’agit de démontrer, qu’appliqué a des formes de poids k, 'opérateur
Q,, D" vérifie
r

. L [r\(k+r=—n+j-1) . ‘
Q”D_;ouniv”(j)( ;T o 340

On le montre par récurrence. Lorsque r = 0, c’est immédiat. Lorsque r = 1, la formule
est donnée par le théoreme 127. Soit r > 1 tel que la formule (3.40) soit vraie pour tout
k. On applique cette formule a Df de poids k + 2. On obtient

T .
QnDHl:Z 1 j!(r)(k+2+r—.n+]—1)Dr_anj.
=0

(2m)i 7 \j j

On applique ensuite le théoreme 127. Il vient

1 k+2r-n+1
Q, Dr+1 — D7’+1Qn + W(Y + 1)!( i1 )Qn—r—l
— 1 rt (k+r—n+j+1\ (k—n+j)r!(k+r—n+j ;
+ | : ML D'*IQ,_ ..
;uiny[(r—;)!( ) (r—;+1>!( e

On termine en calculant

rl (k+r—n+j+1)+ (k—n+j)r!(k+r—n+j)_ ,'(r+1)(k+r—n+j)

(r=j)! j (r=j+1t\ j-1 j j

Le résultat suivant est la raison d’étre des crochets de Rankin-Cohen.

Théoréeme 161— Soit f € Mfs etge M?t. Pour tout n >0, ona

<s+t
[f’g]n;s;t € Mkiz+2n'
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Démonstration. On pose a, = (—1)"(*=+71)(**171) Grace a (3.7), on a

Q;(Lf 8lst) = Zar ) Q;(D"f)Q;,(D"g).

r=0  ji+j2=j

En utilisant le lemme 160, on obtient

fg]nst Z Z Z P '(i )(k+r—]111+11_1)

Jiti=j T
1 . (n=r\[C+n—r—jr+ir— o o
Xizez'n)fz”!( i )( i )D Q)i (/D" Qi (g)
2

Les intervalles de définition des indices sont indiqués par les coefficients binomiaux.
On fait les changements de variables

u=ji-i v=jy—ip
a=r—1 p=n-r—i

et on trouve

1 \ap 1
(1 8luse) = Z Z (55) (Kro—u-DNC+p-v—1)

a+p= u+v+n—j

x[E:a%;xngryk+r—u—1H€+n—r—v 1)!|D*Q,(f)DPQ, (g). (3.41)

On veut que cette quantité soit nulle pour tout j € {s+t+1,...,s+ t + n}. Il suffit pour

cela que
Z;a4;xngryk+r—u—1M€+n—r—v—1ﬂ:0 (3.42)

pour tout (#,v, o, f) dans 'ensemble
E:{(u,v,a,ﬁ)eﬂ\l4: u<s,v<t,u+v-s—t<a+p<u+v+n-s—t—-1}.

Reportant la valeur de a, dans (3.42) on obtient

(k=s+n—-1(s—u)l({—t+n-1)(t—v)!

(_1)r1 1\ k+7’1—1/l—1 €+7’2—”I/—1
Z« rllrzl(a)(ﬁ)( s—u )( t—v ) (3.43)

ri+ry=n

On définit deux séries de rayon de convergence infini par

—1\1 k — 1 —
rox= 3 S (L) e
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et
1 (rp\({+r—v—-1\_,
P (X) = — X2,
DN (1

Puisque la somme en facteur dans l'expression (3.43) est le coefficient de degré n de la
série P P,. On va montrer que si (1,v, a, ) € € alors, la série P, P, est un polynome de
degré strictement inférieur a n.

Puisque s < k/2, on peut écrire

[kt a—-u—-1\(-X)* -
Pl(X)—( . )T ZP(Y)
avec
k+a-u-1+r
_ (=1
Pl = r! (k+a—s—1+j
On calcule
p(r+1) r+k+oa—u

o0 ikrasaieD V)

pour obtenir (voir I'annexe B.13)

k+o—u— k+o—
P1<X>:( e 1)<—X>“1F1[k:i_”s‘]<—><>.

Grace au corollaire 321, on a

o= im0 Je
puis
. (s—u)
u—s r X’
Fl[k+a—s](x): _O(_l)r k+o—s—1+r\ 1l
- ( k+a-s-1 )
On a alors ira
X Z (k+a u—l)(r)X_r.
k+r—s—1N\ajr!
De fagon identique,
t—v+p

C+B—v—1\[r\(-X)

_ X

D) =et ) (€+r—t—1)(ﬁ) o
r=p

Le produit P; P, est donc un polynome de degré au plus

s+t—u—-v+a+p<n-1.
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Restreignons notre étude a celle du premier crochet sur les formes modulaires.
On note

M, = @Mk (3.44)

l'algebre de toutes les formes modulaires. Le crochet [ , ]j,0 n'est pas défini sur
M., (puisque [f, g]1,0,0 dépend du poids de f et g). Cependant, la somme (3.44) étant
directe, si f et g sont des fonctions de M,, elles s’écrivent de fagon unique

f= ka, §= ng

ke2N ke2N
k=2 k=2

ou, pour tout k, on a fi et g modulaires de poids k. On étend alors le premier crochet
de Rankin-Cohen par linéarité en posant

[f.gh=) ) [fosdoo

ke2N ¢€2N
k22 €22

Munie de ce crochet, I'algebre complexe de toutes les formes modulaires est une
algebre de Poisson.

Proposition 162— L'algebre M, munie du crochet [ , |; est une algébre de Poisson.
Autrement dit, [ , |; est une application bilinéaire antisymétrique de M, x M, dans M,
vérifiant

1) laloide Leibniz: [fg,h]; = f[g h]1 +[f, h1&;

2) lidentité de Jacobi: [f,[g, 1] +[& [ f il +[h[f,8l1]1 =0
pour tout triplet (f,g, h) de formes modulaires.
Démonstration. Il est immeédiat que le crochet est antisymétrique puisque chacun des
crochets [ , ]j,0,0 'est. Par bilinéarité, il suffit de vérifier la loi de Leibniz et I'identité

de Jacobi pour les formes modulaires. On vérifie la loi de Leibniz. Soit donc f € My,
geMpethe M,,.Ona

[f& Rl = (k+{)fgDh—mD(f)gh—mfD(g)h
= f((gD(h) —mD(g)h) + (kf D(h) - mD(f)h)g = f[g hly +[f, h]1g

On vérifie ensuite I’identité de Jacobi. On rappelle que [g, h]; est de poids €+ m + 2 et
donc

[f.[8&hli]1 = kg(¢D(g) D(h) + (g D?(h) - mD*(g)h — mD(g) D(h))
—(+m+2)D(f) (ng( mD(g)h)
= kIfgD?(h) + k(€ —m)f D(g)D(h) —kmf D*(g)
—(€+m+2)€)D(f)gD(h) (€+m+2)mD(f)D(g)h.



Chapitre 3. Formes quasimodulaires sur le groupe modulaire p. 97

On en déduit

[ [h, f1 ] = €mghD?(f) + £(m —k)gD(h)D(f) = €kg D*(h)f — (m + k + 2)mD(g)h D(f)
+ (m+k+2)kD(g)D(h)f

et

[h,1f,g)i ]y = mkhf D*(g) + m(k — )hD(f)D(g) - mehD?(f)g ~ (k + £ + 2)k D(h)f D(g)’
+(k+¢+2)¢D(h)D(f)g

et on obtient 0 par sommation de ces trois égalités. O

Remarque 163- D’apres I’exemple 270, il existe une seule application bilinéaire { , }
de C[X,Y]x C[X,Y] dans C[X,Y] donnant a C[X, Y] une structure d’algebre de Poisson
et vérifiant {X, Y} = —2(X3 — Y?). Puisque

[E4,Egl1 = —2(E; - Eg) (3.45)

(cette relation est obtenue en remarquant que [E4, E¢] € 51, et en utilisant les premiers
coefficient de Fourier non nul), I'isomorphisme d’algebres

CIX,Y] +— M,
P > P(EyE)

est un isomorphisme de Poisson. Le crochet [ , ]; est 'unique application bilinéaire
donnant a M, une structure d’algebre de Poisson et vérifiant (3.45).

Remarque 164- Le crochet [ , ]; ne se prolonge pas en un crochet de Poisson sur Ms*.
En effet,on a

[E2, E4]y = P(Ey, Ey, Eg)
[E2, E¢l1 = Q(E,, Ey, Eg)
[E4, Egli = R(E;, Ey, Eg)
avec 1 1 1 1
P= —gxz + 5YZ, Q= —EXYZ + EYZ, et R=-2Y3+272%

Si ces relation permettaient de définir un crochet de Poisson sur M:® = C[E,, E4, E¢],
alors on aurait Rot(P,Q,R) - (P,Q,R) = 0 (voir 'exemple 271). Cependant

Rot(P,Q,R)-(P,Q,R) = —éY(Y3 -72).

On rappelle que, par définition, DA = AE,. Par récurrence, on montre alors que,
pour tout j > 0, on a D/A = Adjou o € M;] est défini par

0p =1
{ 0 (3.46)
6] = (D + E2)6]‘_1
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ou on note abusivement E, l'opérateur de multiplication par E,. Si f € /\/l,fs et g€
M?t, on a donc

[Af,8lus,e = Ah (3.47)

avec h € M= Par exemple,

k+€+2n
[Af,gl1;00 = Alf,€l150,0

puisque la restriction aux formes modulaires du premier crochet est de Poisson (voir
la proposition 162).

Remarque 165- Soit f € M. En utilisant DA = AE,, on calcule

(A fli k
12A1 =Df -7 /B

Grace a laremarque 263 (ou bien par vérification directe), on en déduit que I'application
linéaire

M ‘ﬁk Mo
f e Df-15fE

induit par prolongement linéaire une dérivation sur M, (voir la définition 259). Cette
dérivation s’appelle la dérivation de Serre.

(3.48)

On utilise maintenant le calcul de Q; ([f,g]n;srt) fait dans la preuve du théoréme 161
pour donner un résultat de structure de méme type que le théoreme 137.

Proposition 166— Soit f € M° et g€ M3'. Soit n>0.Ona

s+t

[f' g]n;s;t € Sk+€+2n ® @ D]Mk+€+2n—2j-
j=1
Si, de plus, I'une des deux conditions suivantes est vérifiée
i) n>s+t;

ii) n=s+tet f ougaun développement de Fourier de terme constant nul

alors
s+t-1
[f: g]n;s;t € Sk+€+2n @ @ D]Mk+€+2n—2j 2] Ds+t8k+€+2n—2s—2t-
j=1
; , . k+€+2n . L.
Démonstration. Puisque n > 0,ona s+t < — En utilisant les théoremes 161

et 137, on a alors
S+t

[f’ g]n;s;t € Mk+€+2n @ @ D/ Mk+€+2n—2]"
j=1
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On écrit
S+t

[f, &l = fo+ )_DIf;
=1

]

avec fj € My, pi24-2j pour tout j €{0,...,n}. Sin > 1, chacune des fonctions Djf D”‘jg
lorsque j parcourt {0,...,n} a un développement de Fourier de terme constant nul. C’est
donc aussi le cas de [f, g],,;5 - Comme lorsque j parcourt {1,...,s + t}, les fonctions Djfj
ont toutes un développement de Fourier de terme constant nul, c’est le cas de

S+t

[f’g]n;s,t - ZDij+€+2n—2j'
j=1

La forme modulaire f; est donc une forme parabolique et

S+t

[f’ g]n;s;t € Sk+€+2n ® @ D]Mk+€+2n—2j'
j=1

Sij<s+t-1,laforme Djf]- est de profondeur strictement inférieure a s+ ¢t. On a donc

Qs ([f,g]n;s;t) =Qqyy (D5+t]‘5+t). Puisque f,,; est modulaire (de poids k+¢+2n—2s-2t),
la formule (3.40) implique

1 (k+l+2n—-s—t—1) f
(2im)s*tt (k+€+2n—2s—2t—1)17°*"

Qst (Dﬁtfsﬂ) =

pour montrer que f;,; est parabolique, il est donc suffisant de montrer que le dévelop-
pement de Fourier de Qg,; (D5+tf5+t) a un coefficient de Fourier constant nul. Grace
a(3.41),ona

1 \*o-B 1
Qs+t([frg]n;s,t): Z Z (ﬂ) (k+a—u—1)(C+p—v—1)!

u,v a,p
a+p=u+v+n—s—t

X [Zur(;)(n[;r)(k+ r—u—1)(C+n—r-v-1)|D*Q,(f)DPQ,(g)

avec a, = (—1)’(k_;t7_1)(€_tt”_l). Les contributions de D*Q,,(f)DFQ,(g) lorsque (a, p) =
(0,0) ont des coefficients de Fourier constants nuls. Sin>s+talorsu+v+n—s—t>
u+v>0donca+p>0et(ap)=(0,0). Ainsi, Qg ([f,g]n;s,t) puis f;; sont des formes
paraboliques. On suppose maintenant que n =s+t et que f ou g a un développement
de Fourier de terme constant nul. Si («, ) = (0,0) alors (u,v) = (0,0) et seul Qy(f)Qp(g)
peut fournir un coefficient de Fourier constant non nul. Mais Qg(f)Q(g) = fg donc il

n’y a pas de tel coefficient. ]
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3.5.4) Crochets de Rankin-Cohen et équations différentielles

On peut maintenant exprimer les relations de Ramanujan (3.27), (3.28) et (3.29)
a l'aide des crochets de Rankin-Cohen.

Proposition 167— Les équations de Ramanujan sont

(E2,Al1;1,0 = AEy
[E4, A]1;0,0 = 4AEs
[EG’A]l;O,O = 6AE31

Démonstration. L'équation (3.47) implique [E;,Aly,1,0 = Ah avec he My;®DM, = CE,.
En comparant les premiers coefficients de Fourier, on trouve [E;,Aly,1 g = AE4. Il reste
a vérifier que cette équation est équivalente a (3.27). En remplagant le crochet par sa
définition, on obtient

D(A)E, - 12ADE, = AE,.

DA
Il reste a diviser par A puis a utiliser la définition E, = N pour obtenir (3.27). Les

deux autres équations s’obtiennent de méme. O]

On donne ensuite une interprétation en terme de crochets de Rankin-Cohen de
I’équation de Chazy (3.32) satisfaite par E,.

Proposition 168— L'équation de Chazy satisfaite par E, est
_ 2
[[K,A]l;OJO,A]l’O’O = 24AK

avec K = [Ey, Aly;1 0.

Démonstration. Par la proposition (167), on a K = AE,. En particulier c’est une forme
modulaire et il est légitime d’évaluer [K,A];.0 9. Comme [ , ];,00 est un crochet de
Poisson, on a

[K, Aly;0,0 = [AE4, Alj0,0 = A[Eg, Alyy0,0 = 4A%Eg

d’apres la proposition 167. On a alors

(K, Alij0,0 K], = [4A%Eg, Al100 = 4A°[Eg, Al 100 = 24A°E] = 24AK?

1;0,0
toujours d’apres la proposition 167. Il reste a vérifier que [[K:A]l;O,O:AL 00" 24AK?
est bien ’équation de Chazy. Par définition, on a K = E;DA-12DE, - Aet, grace a
DA = AE,, on trouve

K = A(E3 - 12DE,). (3.49)

On a ensuite
16KDA = 16KAE, = 16A%(E3 - 12DE,)E,

et
12DK - A = 12A%E,(E5 - 12DE,) + 12A%(2E, DE, - 12D?E,)
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de sorte que
[K,Aly0,0 = 4A%(E3 — 18E, DE, + 36 D’E,).

On note L = 4A%(E3 - 18E, DE, + 36 D?E,). Enfin,
30LDA = 30LAE, = 120A%(E3 — 18E5 DE, + 36E, D?E,)

et
12DL- A = 48A%(2E3 — 33E3DE, + 54E, D’E, — 18(DE,)? + 36 D’E,)

d’ou
[[K,A]l;OIO,A]l;OJO = 24A% (E3 - 24E3 DE; + 72, D’E, + 36(DE,)? = 72D%E, ). (3.50)
On éleve (3.49) au carré
24AK? = 24A° (E3 - 24E] DE, + 144(DE,)?). (3.51)
Finalement, en égalisant (3.50) et (3.51), on obtient
2D’E, - 2E, D?E, + 3(DE,)? = 0.
C’est I’équation de Chazy. O

On montre maintenant comment calculer les équations différentielles satisfaites par
A, E4 et Eg, c’est-a-dire comment calculer les polynomes Ly, Ly et L. La méthode est
due a Resnikoff [34]. Définissons

dof =[f,Dfli;01 (3.52)

pour toute forme modulaire f. En utilisant la définition des corchets, on voit que

0f = o 1f. £ (553)

si k est le poids de f. Il en résulte en particulier que d,f est modulaire parabolique
(de poids 2k + 4). On peut donc définir

d3f =[f,92f 0,0

qui est une forme modulaire parabolique de poids 3k + 6. D’apres la proposition 154,
les trois formes modulaires f, d,f et d3f sont algébriquement dépendantes. On a donc
démontré le résultat suivant.

Proposition 169- Si f est une forme modulaire, il existe un polynome f € C[X,Y,Z] tel
que

P(f,d2f,9d3f) = 0.
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Remarque 170- Cette proposition implique 'existence d’une équation différentielle
d’ordre 3 satisfaite par les formes modulaires puisque

dof =kfD*f = (k+1)(Df)? (3.54)

et
03f =2(k+1)(k+2)(Df)® -3k(k+2)f -Df -D*f +k*f>D>f. (3.55)

Elle fournit donc une nouvelle preuve du théoreme 156.

Exemple 171-On a E4 € My, d,E4 € S5 et d3E4 € S15. Le plus petit multiple commun
des poids de ces trois formes est 36 et la dimension de Ss4 est 3. Il existe donc une
combinaison linéaire nulle a coefficients non nuls des quatre éléments de Sz4 suivants:
(0,E4)3, (d3E4)?, 0,E, - E?L et (d,E4)?- EZ. En calculant les débuts des développements
de Fourier, on trouve

_

3_
(d2E4)° = Tad

5
(93E4) + 5(32154)2 -E;.

Remplagant E4 par X, d,E4 par 4XZ —5Y? et d3E4 par 60Y> — 72XYZ + 16X>T (grace a
(3.54) et (3.55)), on trouve que Ly(E4, DE4, D?Ey, D3E4) = 0 avec

36 15 27
XZ3- Y3 T+ 2y?z2
5 2 4

Ly(X,Y,Z,T)=X32- gXZWZ—XzT2 + §XY4+9XYZT—
Exemple 172-Le cas de Eg est un peu plus délicat. On a Eg € Mg, d,E¢ € Si4 et
d3E¢ € Sp4. On voudrait donc travailler dans Sy qui est de dimension 4. On ne peut
cependant pas construire 5 formes paraboliques a partir de Eg, d,E¢ etd3E¢. En effet,
cela revient a compter les triplets (a,b, c) tels que E2(82E6)b(83E6)C € 843, C’est-a-dire
6a+16b+24c =48 avec b+c = 0 etiln’y en a que 3. Ces triplets conduisent aux fonctions
(0,E¢)3, (03E¢)? et Egd3Eq. Les premiers coefficients des développements de Fourier
montrent qu’elles ne sont pas liées. On cherche donc a travailler dans Sg¢ qui est de
dimension 8. Comme il n’y a que 8 triplets (a,b,c) tels que 6a+ 16b + 24c = 96 avec
b+c#0, on ne peut encore pas construire assez de fonctions. On pourrait considérer
S197 qui est de dimension 16: il existe 24 triplets (a, b, c) tels que 6a+ 16b + 24c =192
avec b+ c # 0, et on peut donc construire suffisament de fonctions linéairement liées.
Avant cela, on vérifie cependant s’il existe une relation linéaire entre les 8 fonctions
de Sy. Ces 8 fonctions sont (d3E¢)?, (0,E¢)3(d3Es)?, (2Es)®, E4(d3E4)%, E4(d2E4)%03Es,
E8(03Eq)%, E8(d,E¢)> et EL?03E¢. La considération des premiers coefficients de Fourier
conduit a la relation conjecturale () :

512
(03Eq)* = _7(82E6)3(83E6)2 -

65536
49

7
2

(0,E¢)® — ZE2(d3E¢)° + 756E(d,E¢)>.  (3.56)

c. Puisqu’on utilise qu'un nombre fini de coefficient de Fourier sans avoir a priori qu’il existe une
relation linéaire.
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Une fois 1’égalité (3.56) conjecturée, il est aisé de la démontrer. Il suffit de remplacer
d,E¢ et d3E¢4 par leurs expressions polynomiales en E4 et Eg. Cela est fait en utilisant
les équations de Ramanujan qui conduisent a (3.35) puis a

74 7o o
82E6 = _ZE4 + ZE4E6

35 7

6 312 4
dsBg = —14E§+ —E]E2 - JEL
Dans (3.56), on remplace Eg par X, d,E¢ par 6XZ —7Y? et d3E¢ par 112Y3 — 144XYZ +

36X2T (grace a (3.54) et (3.55)), on trouve que Lg(Eg, DEg, D?Eg, D3E¢) = 0 avec

7 49 343
Le(X,Y,Z,T) = X7z3——x6Y222—x6T3+ —X5Y4Z+ 12X°YZT? - o 6X4Y6
28 72 224
3 ZOXAYST? —48X4Y2 72T - - oxAT4 4 3 ZEOXBY4ZT + 64X3Y3Z3
1152 6144 784 448
—x3yzT3 - 5 — = X37371% - X2Y6T 3 ZUX2y2 72 —128X2Y3T3
3840 49152 131072 3136
T UX2AY2ZATr XY AT - X278 T XY Z+1024XY4ZT?
7 49 343 27
34816 32768 21952 3584
- XY3Z73T + ==—XY?7° - Yo - YOT?
21 9 729 9
2 4 204
0 8Y5ZZT 07 8Y4z4

Exemple 173- Pour Eg, la méme méthode (dans Sy,y) donne

(d3Eg)* +&(32E8) (93Eg)* + 20736

(9,Eg)® — 4096E3(d,Eg)* = 0.

Pour vérifier cette relation, on utilise Eg = Eﬁ et les relations de Ramanujan () qui
donnent

DE—2EE2 2EE
8—3 244 346

1 5 2
D’Eg = EEgEﬁ —E,E4Eq + 18Ei + 9E2
5 5 25 5 5
D’Eg = EE%E% - ZE§E4E6 + gEzEZ + §EzE§ - ﬁEﬁEé
puis
20 5 20 5,
d2Bs = 54— 5 Babs
160 ¢ 160 _5_,
d;Eg = TE4E6 TE4136

d. Ou des arguments dimensionnels.
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On en déduit Lg(Eg, DEg,D?Eg, D3Eg) = 0 avec

Ls(X,Y,Z,T) = 102400X°Z* — 460800X8Y2Z3 - 102400X3T* + 777600X” Y*Z?
+1536000X”YZT3 - 737280X”Z3T? - 583200X°Y®Z — 1152000X°Y>T3
—6151680X°Y?Z?T? +5529600X°YZ*T - 1327104X°Z° + 164025X°Y?

+10160640X°Y*ZT2 —1209600X°Y3Z3T — 1410048X°Y2Z> — 3810240X*Y°T?
~13608000X*Y5Z2T +5099760X*Y*Z* + 12830400X3Y’ ZT + 855360X°> Y073
—3207600X2Y°T - 6735960X>Y® 72 + 4234032XY'°Z - 793881Y!2.

Exemple 174- Enfin, on termine cette série d’exemples par le calcul de L. Dans Sgy,
on a les fonctions (d3A)?, (d,A)3 et A”. La considération des premiers coefficients de
Fourier permet de conjecturer la relation

(05A)% = —=16(d,A)> —27648A7. (3.57)

Comme Sg, est de dimension 7, cette relation n’est que conjecturale. Pour la vérifier on
utilise 1728A = E} - EZ et (3.46) qui conduit a

1

DA = m(Ei ~E})E,
D?A = 20;36(13?1 —EZ)(13E%-Ey4)
D3A = 1241—416(13?1 —EZ)(91E} - 21E,Ey + 2Eq)
puis a
92 = _298f15984EZ " 149;992122132 B mE‘LEg
= Trmsaamoms b~ 13958156 e 1o5osTase AEA ~ 1359015085

Dans (3.57), on remplace A par X, d,A par 12XZ - 13Y? et d3A par 364Y% —504XYZ +
144X2T (grace a (3.54) et (3.55)), on trouve que Lx(A, DA, D?A,D3A) = 0 avec

LA(X,Y,Z, T) = 48X7 + 36X*T? - 252X3YZT + 48X373 + 182X?Y3T + 285X2Y? 72
—468XY*Z +169Y°.

Enfin, nous montrons que le théoréme 156 est optimal pour les formes modulaires.
La preuve est inspirée de [4].

Proposition 175— Si f est une forme modulaire non constante, elle ne satisfait aucune
équation différentielle d’ordre 2

Pour simplifier I’écriture de la preuve, on démontre un lemme intermédiaire.
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Lemme 176— Soit f une forme modulaire de poids k, soit § une forme modulaire de
poids € et doit F une forme quasimodulaire de poids m et profondeur 1. S’il existe un
polynome P € C[T,U, V] tel que P(f,g,F) = 0 alors il existe un polynome Q € C[U, V] tel
que Q(f,g) =

Démonstration. Il existe une forme modulaire non nulle r de poids m — 2 telle que

(Fly)=F+rX(v)

pour tout y € SL,(Z). par regroupement des termes de mémes poids et en utilisant le
théoreme 126, on peut supposer que P est de la forme

P= Z p(a,b,c)T*UPVE
a,b,c
ka+Cb+mc=K

pour un entier pair K. Si on définit

K—-ka—-mc
b(a,c) = ¢
0 sinon,

si cette quantité est entiere

on a
P= Zp a,b(a,c),c) T*UL#Ve,

On note Cj le degré en V de P, c’est-a-dire le plus grand entier tel que le polynome

) p(a,b(a,Cy), Co) TU)

a

ne soit pas le polynome nul. Si Cj n’existe pas, on pose Q = P.
Pour tout y € SL,(Z) et tout z € H, on a P(f, g, F)(yz) = 0. Ceci implique

i 1)

et donc P(f, g, F+rX(y)) = 0. Cette égalité devient

Co

. . C

I X(yy ()(abac ) fegbl@a e = 0.
;:0 Y > i o)f’g

j<c<Cy
Grace au lemme 115, on en déduit

Z(;)p(abac )flg blac)pe-i =

a,c
]SCSCO
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pour tout j. Le choix de j = C (qui fixe ¢ = Cy) donne Q(f,g) = 0 avec

Q= Zp (a,b(a, Cyp), CO)T“Ub(“’Co)
a

et ce polyndome est non nul par construction de C,. O]

Démonstration de la proposition 175. Soit f une forme modulaire de poids k et P un
polynome tel que P(f,Df,D?f) = 0. Puisque

1
D?f = 77 [0 ~(k+ DDSP],

la fraction rationnelle

P(X,Y,w)

kX

annule (f,Df,d,f). Son numérateur est donc un polyndéme annulant (f,Df,d, f). Grace
au lemme 176, on en déduit l'existence d’un polynéme annulant (f,d,f). Grace a la
proposition 155, soit ce polynoéme, et donc P, est nul, soit la fonction

(D)

- f2k+4

est constante. On montre maintenant que h n’est pas constante. Soit 1, le plus petit
entier non nul tel que f(ng) # 0.

1) Si f est parabolique, alors

2%
h—__0

f(ng)*

e—SiTmOZ (1 + O(eZiTLZ))

n’est pas constante.

2) Si f n’est pas parabolique alors, comme d, f est parabolique, si h est contante, on
a dyf = 0. C’est impossible car

azf — kn%ﬂo)ﬂno)e%nnoz e (eZin(n0+1)z) )



Chapitre 4

Le théoreme des nombres premiers

La fonction Zeta de Riemann

4.1.1) Définition et prolongement holomorphe

La fonction C de Riemann est définie par la série

+00
1
C(S): F
n=1
Puisque
11
; nRes’

cette série converge normalement sur tout compact du demi-plan Res > 1. Cette série
est reliée a 'ensemble P des nombres premiers par le résultat suivant.

Théoreme 177 (Développement eulérien)— Pour tout s € C tel que Res > 1, on a

Démonstration. On note que

De plus, la série
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converge normalement sur tout compact de Res > 1. En effet, si 65> 1, on a

+00

Y <Y
. —
peP v:lpv o0 pePp601 P
1\! 1
S( _ﬁ) 2%
pePp
1V
3(1__) =
290 noo

Le produit infini définit donc une fonction holomorphe sur Res > 1. Par ailleurs, en

notant
EN)={neN:(p|lnetpeP)=p<N}

I’ensemble des entiers (*) dont les diviseurs premiers valent au plus N on a
1) 1

05 =Y &

peP neE(N)

p<N

Puisque £(N) contient {1,2,...,N} on a

— 1 P 1 L |
) i D B L) W
n=1 ne&(N) neN“\E(N) n=N+1
On obtient le résultat énoncé en faisant tendre N vers ’infini. O

Afin d’étudier les propriétés de prolongement de C, on définit
&) = s(s = D2 3)2ls) = 2n(s = Dligls + 2)C(6).
Théoréme 178- La fonction & admet un prolongement holomorphe a C et vérifie I'équation
fonctionnelle &(s) = &(1 —s).

Démonstration. On définit la fonction 0 par

+00

o=y ™!

n=—oo

pour tout t > 0. C’est une série de classe C* puisque pour tout entier k > 0 la série des
e, 2

dérivées d’ordre k de t > ¢”™! converge normalement sur tout compact de R*. La

formule sommatoire de Poisson conduit alors a

+00 +00 +00

2 a2 9
E e t_ E J e X e 21medx‘
n=—00 n=—oo Y —X

a. Noter que cet ensemble contient 1
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On calcule
+oo+in/\E

e —mtx? —2imnx 1 —mn?/t —mu?

e e dx=—e¢ e du.
oo Vi —cotin/VE

, . C s ry? .

Pour évaluer cette intégrale, on integre u — e™™ sur le contour de la figure 4.1. La

contribution sur les deux verticales tendant vers 0 lorsque M tends vers +oo, on trouve

+0o

+oo+in/\E s s
J- e ™ du = f e ™ du =1.
—oo+in/\ﬁ —00

~M +in/+[(t) M +in/+/(t)

-M M

FiGure 4.1 — Contour d’intégration de u e’

On a donc L
_ e( ) (4.1)
En utilisant la représentation intégrale de I', on écrit

FEaCh Jom i(#)/z =

n=1

1 _ —mnlu s/2d_u _ l e _ s/2d_u
S(S_l)a(s)_fo Ze u u_ZL (O(u) - 1)u”? =,

1

1
du [ du
_ 12 et 12901y 1) 2 4%
jo(e(u) )u v, (u O(u™") )u ”
_ ~+0o (e(t)t(l_s)/2 _ t—s/2) g
J1 t
(e dt 2 2
_ (1-s)/29t _=
I, (O(t)—1)¢t ik
On a finalement
+00 dt
£(s)=1+s(s— 1)f (O(t) - 1) (1792 4 tS/Z)T. (4.2)
1
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Cette égalité a été établie pour Res > 1. Mais, puisque

Too —2mt
|G(t)— 1| — 2e—T(t[1 + Ze—ﬂ(nz_l)t] < 2e—TCt(1 + 16_6_7-“5)’

n=1

on a pour tout ¢ > 1 la majoration
|0(t)—1] < 3e7™. (4.3)

Il en résulte que l'intégrale de (4.2) converge normalement sur tout compact de C
puis que le membre de droite de (4.2) définit une fonction entiere définissant un
prolongement holomorphe de £ qu’on continue a noter &. L’équation fonctionnelle se
lit alors directement sur (4.2). O

Corollaire 179— La fonction C admet un prolongement méromorphe a C, holomorphe en
dehors d’un unique pole simple en 1 de résidu 1.
Démonstration. On a ) .

)= T o r )

&(s)

et les fonctions s > I (s/2) " et & sont entiéres. Le point s = 1 est donc I'unique pole
éventuel. Son résidu est 1 puisque Iz(3) = (2m)~! et £(1) = 1 d’apres (4.2). O

On évalue aisément ((0). En effet, de (4.2) , on tire £(0) = 1 et donc

1 1
¢(0) = T 2nlR(2) =75 (4.4)

4.1.2) Etude des zéros

De I’holomorphie de & sur C alors que I a des pdles en les entiers négatifs ou nuls
pairs, on déduit que C s’annulent aux entiers strictement négatifs pairs.

Lemme 180- La fonction Cs’annule en tous les éléments de —2IN*. Ces points d’annulation
sont appelés zéros triviaux de C. Ce sont exactement les points d’annulation de s — Ig(s +
2)7 L

Sur le demi plan Res > 1, I’écriture en produit eulérien implique que C ne s’annule
pas. De I’équation fonctionnelle on déduit que

s -

C(s) = T Tr(3 - )R (s +2)7C(1 =) (4.5)
de sorte que les seuls zéros de C sur le demi plan Res < 0 sont les zéros triviaux. Les zéros
non triviaux de C sont donc tous dans la région 0 < Res < 1 qu’on appelle bande critique.

L’équation fonctionnelle implique que les zéros non triviaux de C sont symétriques
par rapport a 1/2. D’autre part, on déduit de (4.2) que

C(s) = T(3).
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Si p est un zéro de C, il en est donc de méme pour p. L'axe Ims = 0 est donc un axe de
symeétrie des zéros de C. Par composition, 1’axe Res = 1/2 est un axe de symétrie des
zéros non triviaux. On a donc montré le résultat suivant, résumé par la figure 4.2.

Proposition 181— Lensemble Z(C) des zéros non triviaux de C est un sous-ensemble de
la bande critique la bande critique 0 < Res < 1. 1l est symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées et par rapport au point 1/2. C’est 'ensemble de tous les zéros de &.

FiGure 4.2 — Les zéros de C
Proposition 182— La fonction C prend des valeurs réelles et strictement négatives sur le
segment réel [0, 1. En particulier, elle ne s’y annule pas.

Démonstration. Puisque {(0) = —1/2 il suffit de montrer le résultat réel sur |0, 1[. Pour
Res>1,0ona

s ~ +00 1 +o00 1 ~ +00 (_1)11
(1-2 )C(S)_;E_Zn;(z”)s _—n; e (4.6)

Les sommes partielles ZnNzl (—1)" étant bornées, la série de terme général (—1)"n~° défi-
nit une fonction holomorphe sur Res > 0. Par unicité du développement holomoprhe
de T —et donc de s > (1 —217%)T(s) — on déduit que (4.6) est vraie dés que Res > 0. Soit
0 €]0,1[. La série de terme général (—1)"n~° est alternée, a terme général tendant vers
0 en décroissant en valeur absolue. On a alors

+0o
-1)" 1
—Z( ) =1+R avec|R|< —.
2G
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En particulier

et donc C(o0) < 0. O

On montre ensuite que C ne s’annule pas sur la droite Res = 1. Pour cela, on com-
mence par définir un «logarithme » de C.

Proposition 183— Définissons la série
+00 1
D(s) = —p .
(s) > > P
peP v=1

Cette série normalement convergente sur tout compact de Res > 1 définit une fonction
holomorphe sur Res > 1 et vérifie

Pl = (s)
En particulier ts)
(s
D'(s) = o)
pour Res > 1.
Démonstration. On note oo
wpls)= Y Sp

Cette série converge normalement sur tout compact de Res > 1, elle définit donc une
fonction holomorphe sur Res > 1. Par ailleurs, si Res > oy > 1 alors

1 1
||“p||oo3—g(1——g) < e
p 0 0 0

de sorte que la série de fonctions de terme général u, converge normalement sur
Res > 0. Ceci implique ’holomorphie de D sur Res > 1. Supposons s = 6 € R avec
o > 1. Alors,

up(o) = —log(l - l%)

ou log est le logarithme usuel sur R*. On a alors

-1
D(o) = log]_[(l —}%)

puis eP©) = {(0). Les fonctions eP et T sont holomorphes sur Res > 1 et coincident sur
I'intervalle réel |1, +oo[. Elles sont donc égales. O

D(o)
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Remarque 184- En prenant la norme de 1’égalité eP) = ((s) puis le logarithme réel de
I’égalité obtenue, on a
ReD(s) = log|C(s)|

pour Res > 1. D’autre part, en dérivant la série définissant D, on trouve

D/(S) __ Zi lopg‘fsp) )

peP v=1
On a donc .
¢ oA
“T=) (4.7)

—_

n=

ou A est la fonction de Von Mangoldt définie par

A(n):{logp s%n:p"avecpePetve[N*;
0 sinon.
On note que la définition de D se récrit alors

n)

~ +00 A( 1
D(s) = n;log Ol (4.8)

Lemme 185— Soit (a,),> une suite de réels positifs ou nuls tels que la série

converge pour Res > 1. Si

alors, pour tous réels 6> 1 et t ona
1Z (o +it)|*Z (0 + 2it)||Z(0)]> > 1.

Démonstration. Sia € C est de norme 1 on a

(a+5)4 —at+at+4a*+70)+6

d’ou on tire

Re(a*) + 4Re(a?) + 3 > 0.
On applique cette inégalité a a = n~"/2 pour obtenir, aprés multiplication par le réel
positif n7%a,, puis sommation I'inégalité

+0oo a +0oo a +0o0 a
Re E $+4§ Gjit+3§ —1>0. (4.9)
n n n
n=1 n=1 n=1
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La série D construite proposition 183 est a coefficients positifs ainsi que le montre
I’équation (4.8). On peut donc écrire

! 1
[C(o+2it)|(€(0)(0 - 1)) >

o—-1

‘C(G+it) (4.10)

o-1
pour tout ¢ > 1 et tout t € R. Supposons l'existence de t # 0 tel que C(o +it) = 0. Alors,

Clo+it) _ C(o+1it)—C(1 +1it) (o +it)
o—1 o—1 o—1t

de sorte que le membre de gauche de (4.10) converge vers
[C(1 +it)*IC(1 + 2i0)

lorsque o tend vers 1 par valeurs supérieures. On en déduit la non annulation de C sur
I'axe Res = 1. Il résulte ensuite de (4.5) et de (4.4) que T ne s’annule pas sur Res = 0.
On a donc prouvé la proposition suivante.

Proposition 186— La fonction C ne s’annule ni sur l'axe Res = 0 ni sur 'axe Res = 1.

Afin d’obtenir une expression de C relative a ses zéros, on établit le résultat fon-
damental suivant.

Théoréme 187— La fonction & est d’ordre au plus 1.

Démonstration. On note ¢ = Res. En utilisant (4.2) et (4.3) on obtient

+00
1€(s) < 1+3(1+ Isl)zf e‘t(t"/2 + t(l“”/z)%
1
1
S1+6(1+|s|)21“(¥). (4.11)

La formule de Stirling I'existence de C > 0 telle que, pour tout 6 >0 on a

1+|o] 1+|o]
F( 5 )SCexp(Iollog( 5 .

Ainsi, pour tout s tel que Res >1,on a

1+|o] 1+]s|
F( 5 )SCexp(IsIlog( 5 )

Fixons ¢ > 0. Il existe K(¢) > 0 telle que pour tout s tel que Res>1,on a

1 ~
2log(1 +|s|)+|s|log( +|S|)<K(s)|s|1“/2.

5 =

On a donc
|5|1+£/2

1£(5)] < 1+ 6CeKO < (1 1 6C)eK)
et £ est d’ordre au plus 1. O
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Corollaire 188— Pour tout s€ C, ona
s
&(s) = ae” (1 - —)eS/p
[]{-5
pEZ(Q)
avec a =1 et b=¢&'(0). Le produit converge normalement sur tout compact de C.

Remarque 189- On peut montrer que

bzlog(2)+logﬁ—1—%y, (4.12)

ou y = -I’(1) est la constante d’Euler.

On va maintenant évaluer le nombre de zéros dans la bande critique en étudiant
N(T) = #{p € Z(C): [tmp| < T, U(p) = 0}.
Il s’agit en fait d’un multiensemble, les zéros étant comptés avec multiplicité.
Proposition 190- Il existe K > 0 tel que, pour tout T > 2, ona
N(T+1)-N(T)<KlogT.
Démonstration. De la convergence normale sur tout compact de C de la série

()

peZ(C

> Lol

€Z(T)

on déduit celle de la série

sur tout compact de C\ Z(C) vers la dérivée logarithmique de

=

peZ(T)

On a donc
/ 1 1 1 17
C—(s):—— > (—+ )+EF(%+1)—b—log\/n. (4.13)

Soit 6y < 67. On note

B(og,01) ={s € C: 6g <Res <oy, |[Ims| > 2}.
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Pour tout s € B(og,01) on a

‘%—b—log\/ﬁ < %+|b|+logx/ﬁ.

D’autre part, si s € B(og,07) alors |args| < 7 — 0 avec o = arctan (2/(|og|+ 1)). On peut
donc utiliser le développement asymptotique de I'’/T" pour trouver C, tel que, pour
tout s € B(og, 01) on ait

11’
|

S
5?‘1"%(5”)

1 2\2
Relog(%+1):log|%+l|:log|1m5|+§10g(1+(Ri:n+s ) )—logZ.

Comme de plus,

’Imlog(%+ 1)‘ <,

il existe C; tel que, pour tout s € B(cy, 01) on ait

log(% + 1)—10g|1ms| <G

puis
(& 1 1)
—=(s)— — + — | -log|lms|| < C 4.14
£0s) Z(S_p | ~loglims| < C; (4.14)
pEZ(T)
avec Cy = Co+Cy +1/4+|b|+1og V1. Choisissons s = 2+it avec [t| > 2. Grace a (4.7) on a

logp logp
= Zp2+it_1 SZ.pZ_l'

7
‘£(2+ it)
peP peP

C

Il existe donc Cj tel que, pour tout t tel que |t| > 2 on ait

1 1
Z (m+—)+log|t| SC3
peZ(C) 0P

puis

avec Cy =2Cs+1 et
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Or,
2 - R
e 1 = 5 y 2>0
2+it=p (2-Rep)” +(t—Imp)
et 1 R
Re—:if>0
p ol
donc ) R
o< Y o <Cyloglt

0eZ(0) (2- Rep)2 +(t=Imp)

et donc, pour ¢ satisfaisant |t/ > 2, on a

1
E —— < Cyloglt|. (4.15)
2
0eZ(0) 4+ (t—Imp)

Par positivité, pour tout T > 2, on a

1 1
Z4+(T—Imp)22 Z 4+(T-TImp)?

peZ(0) p€Z(0)
T<Imp<T+1
1 1
> 1=— T+1)-N(T)).
>z ) 1= (N(T+1)-N(T))
pEZ(T)
T<Imp<T+1
Ainsi, N(T+1)-N(T) <10C4logT. O

Remarque 191- Puisque N(2) est fini, la proposition 190 implique N(T +1) - N(T) <
Klog(T +2) pour tout T > 0.

En écrivant, pour T > 2,

LT]
N(T) < N(2) + Z(N(t +1)=N(t))
t=1
LT
<N(2)+ Zlog(t+ 1)
t=1
<N(2)+KTlog(T +1).

On en déduit le résultat suivant.
Corollaire 192 Il existe K > 0 tel que, pour tout T >0 ona
N(T) <KTlog(T +1).

La proposition a priori technique ci-dessous nous servira par la suite.



p- 118 Chapitre 4. Le théoréeme des nombres premiers

Proposition 193— 1l existe C > 0 tel que, pour tout s € C\ Z(C) différent de 1 vérifiant
|Res| < 2 et |Ims|> 2, on ait

/ 1
%(s)— Z a < Clog|Ims|.
peZ(0)
|Imp—1ms|<1

Démonstration. En utilisant (4.14) appliquée a s et 2 +iIms, on trouve

G G 1 1
Tlo) = (2w ilms)- (;i)(s_p—2+ilms_p)—2log|lms| <C,.
Y

On a, d’apres (4.7), la majoration

) +o00
1
Z(2+ilms)| <) (;gzn =G,
n=
puis
1 1 1
Z oLl <(2—-Res) P—
pezi) 0P sTHmeTe pezti)  |lms—Tnmop|
[Tm s—Tm p|>1 [Tm s—Tm p|>1
<4 > 5
pEZ(C) 4+ IIms —Im p|
|Ims—Imp|21
1
<20

2
0€Z(C) 4+ |Im5 —Im p|
< 20D3log|Im s|

d’apres (4.15). Prenant C3 = 2+ (C; + C, + 20D3)/log(2), on obtient alors

(64 1 1
2 (s)— - < Cslog|lms|.
C(s) Z« (s—p 2+iIms—p) < Cslog|lms|
pEZ(T)
|Imp—1m5|<1

et il reste a majorer

)

peZ(C)
|Tm p-Ims|<1

=
2+ilms—p|



Chapitre 4. Le théoréeme des nombres premiers p- 119

On a, lorsque (Imp— Ims| <1, la majoration

1 1 1
- <
’2+ilms—p‘ T V2 1+(Ims—TImp)?
puis
1 4 1
Z — (< —= < Cylog|Ims|
2+ilms— ‘ Z 4+ (Ims—Tmp)2 ~ %
o7 +ilms—p| ™ 2 o) + (Ims —1Imop)
|Imp—Ims|<1 |Imp—1ms|<1
d’apres (4.15). O

On décrit ensuite une bande horizontale ne contenant aucun zéro triviaux de C (on
sait déja que l’axe réel n’en contient pas).

Proposition 194— La fonction Cn’a pas de zéros non triviaux dans la bande horizontale
{seC: |lms| < 6}.

Démonstration. On applique (4.13) a s = o réel strictement supérieur a 1. En particulier,
on en déduit que

e e

pEZ(T) pEZ(C)
o—Rep Rep
= ) (6—RepP+(mpP  [of
pezo| (0= Rep)™+ (Imp)” ol
et donc
o—Rep Rep
Z ) 2t T2
pezio) (0 = Rep)+(Imp)™ o]
1 U 1T (o
_G_l-l—z((i)-l—z?(a-l-l)—b—log\/ﬁ. (416)

Soit p,, un zéro de partie imaginaire minimale en valeur absolue. Si Rep,, = 1/2 alors
Pm et P, sont deux points distincts de Z(C) et (4.16) conduit a

20-1 N 1 < 1
(0-1/2)2+ (Imp,)?>  1/4+(Imp,,)? ~ o-1

(g+1)—b—logx/ﬁ

On choisit alors ¢ = 2. Compte-tenu de (4.12) on trouve

> 1 ¢ o 1r )
5+ (Impy)?  d=(mpyy = T TP (2 legl2) ~logmad+ 5y
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qui, puisque

C/ l"/

—(2)=-0.570 et —(2)=0,423

=) et =(2)
conduit |[Imp,,| > 6,4. Supposons maintenant que Rep,, = 1/2. Alors p,,, 0, 1 — py €t
1 —p,,; sont quatre éléments distincts de Z(C) de méme partie imaginaire en module.

L’égalité (4.16) conduit alors a

o—-1 1 (& 1T (o
4 < + = +——(—+1)—b—1 .
02+ (Imp,,)? ~ o-1 C(G) 2T \2 og V1t
On choisit de nouveau ¢ = 2 puis on obtient IIm pm' > 6,27 . O

On peut maintenant établir une région sans zéro.
Théoréme 195— Il existe C > 0 tel que C ne s’annule pas dans la région

1

€C: |lms|>6etRes>1 - ——————
{S [l s| > 6et Res 35log|lms|+ C

}U{SGC: |Ims| < 6}.

Démonstration. Le point de départ est de nouveau l'inégalité (4.9) qui conduit, puisque
les coefficients de —C’/C sont positifs, a

¢ . ¢ . (&4
Re(—z(c + 2zt)) + 4Re(_f(6 + zt)) + 3Re(—z(c)) >0

pour tous ¢ > 1 et t € R. L'égalité (4.16) fournit

(& 1 1T (o
-—(0)E—+=—=(=+1)-b-1 . 4.17
c(o)—o—1+2r(2+) og Vr (#17)
Sur [1,2], la fonction
x|_)11“’(x+ )
2T \2
est bornée. Il existe donc C; > 0 tel ®) que
¢ 1
—Z(o) <—+C (4.18)

pour tout ¢ € [1,2]. On écrit ensuite

C’ . (5—]. G_Rep Rep
Re(-—(o+it)|= ——=—5—
e( c("“)) (0-1)2+12 p§m>[(c—Rep>2+<t—WP)2+ 2]

b. La valeur de b donnée en (4.12) et la croissance de I'’/T montrent qu’on peut prendre C; = 0.
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I1 existe des constantes C,, C; et Cy telles que, pour tout 6 €[1,2] et |t{{>2o0n a

1T (o .t
Re[-=|z+iz+1]]| <
le(zr(2+z2+ ))_ +Cy

log(%+1+i%)

<log +C;

G+1+it
2 2

<loglt| + C4.

11 existe donc Cj telle que, pour tout py € Z(C), tout 6 € [1,2] et tout [t| > 2 on a

Re(—%(o+it))S—Re(0+i1_po)+ (0_01)21+ " +Re(%r?(g+zé+1))
—b-logm
< —Re(.;)+ llog|t|+C5. (4.19)
o+it—pg) 2

On en déduit l'existence de Cg telle que, pour tout ¢ € [1,2] et tout [t| >2 on a
¢ , 1
Re _Z<G +2it)] < Elogltl + Ce. (4.20)
Le report dans (4.17) des inégalités (4.18), (4.19) et (4.20) fournit C; telle que, pour

tout pg € Z(C), tout 0 € [1,2] et tout [t{>2on a

4 3 5
Re - < + =log|t| + C5.
o+it—py o-1 2

On choisit t = Impy (ce qui n’est pas limité par la contrainte |t| > 2 grace a la proposi-
tion 194) et on obtient
4

3 5
R < + —log|t| + Cs.
eo—RepO To-1 2 ogltl+

On choisit ensuite .

1
- 5log|Im pg| + 2C;

o=

qui est bien dans [1, 2] (car |Im po| > 1) pour trouver une constante Cg > 0 telle que,
pour tout py € Z(C) on a

1
Repp<1- .
351og|Im po| +Cg
Cela achéve la démonstration en cours grace a la proposition 194. O

4.2 ;s .
Le théoreme des nombres premiers



Chapitre 5

Fonctions L de formes modulaires

5.1 . .
Fonctions L de formes modulaires
5.1.1) Définition

Soit f € S; on définit sa série de Dirichlet par

D(f,s)= Z)\f(n)n_s
n=1

avec

Lemme 196— Si f € Sy, la série de Dirichlet D(f,s) converge absolument sur le demi-plan
Res > 1 et normalement sur tout compact de ce demi-plan. Elle définit donc une fonction
holomorphe sur ce demi-plan.

Démonstration. Ecrivons la décomposition de f dans la base des formes primitives de
poids k:

Pour tout n > 1, on a alors

geH;

La majoration de Deligne (théoréeme 99) implique

) e@(n)

geH;

< ) _le(@loo(n)

geH;
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Fixons ¢ > 0. Le lemme 338 fournit alors C(¢) tel que

) c@g(m)|<Cle) ) le()lnt

geH;, geH;
Le résultat découle de cette inégalité grace a la proposition 341. O

On donne une représentation intégrale qui permettra de prolonger analytiquement
D(f,s) a C.

Lemme 197— Soit f € Sx. On a

S

s+k 1)/2
D(f,S) f f 1y s+k 1)/ +lk})1 —s+(k— 1/2] dy
+k B

Démonstration. On a

Ny Rk o PN AN Ul iy dy
F(s);f(n)n _L ;f(n)(z)e?_ ;f(n)L () ydy
= :2f(n) J:OO(Znu)Sez“”“ duu
=(2m)* 0+°° :2ﬁn)use_2“”“%
=(2n)* 0+00 (iu)u®— (5.1)
Ainsi,
k—
(;(;+k 1) D(f.s) - f il Ll a2t
Or

! +oo +00
. _1y2du Y o gen2dy g k2 dy
(i)t 1)/2_:f (_‘_) s—(k-1)29Y _ J (ip)ysr2 9P
J;) f u 1 f iy y v . fiy)y .

en utilisant la modularité de f. O]

Dans la représentation intégrale (5.1), tant que 0 était une borne de l'intégrale,
celle-ci ne convergeait que pour Res > 1. En revanche, la convergence en +co était
assurée pour toutes les valeurs de s grace a la décroissance exponentielle de f (voir
la majoration (2.7)). La modularité a permis de supprimer la borne 0. Puisque par
ailleurs, la fonction 1/T est entiere (voir le corollaire 315) on a le corollaire suivant.

Corollaire 198— La fonction s — D(f,s) admet un prolongement en fonction entiere.
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Posons

k-1
D(foo,8) = (Zn)_s_(k_l)/zf(s + T)
Le lemme 197 conduit a I’équation fonctionnelle suivante.

Corollaire 199- Soit f € S;.. On a I'équation fonctionnelle

D(fw,$)D(f,$) = i*D(fsr, 1 —5)D(f, 1 —5)
pour tout s € C.

Le point s = % est donc un point de symétrie de I’ensemble des valeurs de s — D(f,s).

Cette remarque donne un intérét particulier a la valeur D(f,%) On a le premier
résultat suivant.

Corollaire 200— L'ordre d’annulation de D(f,s) en s = % est
— pairsik =0 (mod 4);
— impair si k =2 (mod 4).

Démonstration. En dérivant () ¢ fois ’équation fonctionnelle, on obtient (grace a la
formule de Leibniz)

[ 1
i=0

l l
Z({f)D“_”(foo,S)D“)(f,S) =i*(-1)f Z(f)D“‘”(fwl ~sDU(f,1-5).  (52)
i=0
Si k =0 (mod 4), on suppose que l'ordre d’annulation est au moins 2n + 1. Alors
D(Z)(f, 1/2) = 0 pour i € {0,...,2n}. L’équation (5.2) donne alors
D(2n+1)(f’ 1/2) — _D(2n+1)(f’ 1/2)

et donc D?"*1)(f,1/2) = 0. L'ordre d’annulation ne peut donc étre que pair. Lorsque
k=2 (mod 4), le raisonnement est le méme. O

Remarque 201- En posant Ir(z) = n‘Z/ZF(%) la formule de duplication de Legendre
(voir la proposition 318) s’écrit

_(2m)y?
2

I'(z) IR(z2)R(z+1).

On a alors
D(fw,s) = %F[R (s+ k%l)l“[R (s+ kj)

a. On note s — D(j)(f,s) la dérivée je de D(f,s).
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On suppose maintenant que f € H;. La multiplicativité des coefficients de Hecke
permet d’utiliser la proposition 344 pour obtenir

o9 =[ 13 X (Arp)p ™

peP v=0

si Res > 1. Le calcul de la série génératrice des polynomes de Tchebychef (A.7) im-
plique alors

PP
D(f,s):]_[(l—xf(p)p ‘+p 25) (Res>1).
peP
Lexistence de ce produit eulérien implique que D(f,s) est une fonction L.

Définition 202— Si f € H; la fonction L de f est définie par

L(f,s) = D(f,s).

Cette fonction L est définie par une série de Dirichlet sur le demi-plan Res > 1, admet un
prolongement en fonction entiére, une équation fonctionnelle et un développement eulérien.

On note L(fw,5) = D(foo, ) €t A(f,s) = L(feo, S)L(f,9).

En particulier si Res > 1 alors L(f,s) = 0. Il résulte donc de I’équation fonctionnelle
que si Res < 0 alors

L(fors)
Lo L —5) -

On en déduit que si Res < 0 alors L(f,s) = 0 (a un certain ordre) si et seulement si
s est un pole de

(f,s)=0.

1“(1—5+k%1)

L(fows) _ —1+2s
S =Y

L(fowl _S) -

(au méme ordre). Puisque d’apres le corollaire 315 la fonction 1/T est entiere, on en
déduit que s est un pole de I' (1 -5+ k_Tl ) Or les poles de I' sont simples et appartiennent

a —IN (voir la proposition 311). Ainsi,

L(f,s)=0etRes<0=se-N- et s est un pole simple.

Les zéros de —NN — k%l s’appellent les zéros triviaux. Ce sont des zéros simples. Les
autres zéros, dits non triviaux, sont tous dans la bande 0 < Res < 1. L’équation fonc-
tionnelle implique que ceux-ci sont symétriques par rapport au point % D’autre part
la représentation intégrale de L(f,s) et le fait que les coefficients de Fourier de f sont
réels impliquent
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1—p0 op

Ficure 5.1 — Les zéros non triviaux des fonctions L de formes primitives

Les zéros non triviaux de L(f,s) sont donc symétriques par rapport a 'axe Ims =0
(voir la figure 5.1).

L’hypothese de Riemann pour les fonctions L de formes primitives prédit que pour
toute forme primitive f, la fonction L(f,s) ne s’annule qu’en les zéros triviaux et sur
la droite critique Res = %



Annexe A

Compléments d’algebre

Série formelle

La notion de série formelle permet d’établir des égalités entre suite en manipulant
leurs séries génératrices sans se préoccuper de domaine de convergence. Une série
formelle d’un anneau A n’est rien d’autre qu’une suite (a,,),cn d’éléments de A. L'en-
semble A[[X]] de séries formelles est muni d’une structures d’anneau commutatif grace
aux opérations suivantes. Si a = (a,,),en €t b = (b,),en sont deux séries formelles, la
somme a+ b de a et b est la série formelle

a+b=(a,+b,)

neN

et le produit ab de a et b est la série formelle

n
ab = Zajbn_j
j=0
Avec cette structure, et en notant

(an)ne[N = Zanxn

nenN

neN

on retrouve les formules d’addition et multiplication définies sur les séries. On calcule
donc avec les séries formelles comme avec les séries.

Une série formelle (a,,),en est inversible si et seulement si ag = 0. Si (a,,),en €st
inversible, son inverse est la série formelle b = (b,,),cn définie par récurrence par

by = —
0 ao

1 n
= E b, >1).
b, p” L ajb,_j (n>1)
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Exemple 203- L'inverse de la série formelle 1 — X est la série formelle
Y
nelN

Si K est un corps, I'anneau K[[X]] est une algébre commutative sur K.
Définition 204— Soit S =) , .\ s, X" une série formelle. Sa dérivée est la série formelle
S = anX”(n +1)s,1 X"
neN

La dérivation est un endomorphisme de A[[X]]. Si S et T sont deux séries formelles
alors
(S+T)='=S'+T" et (ST) =S'T+ST.

Exemple 205- Soit n € N. En dérivant le produit de S=(1-X)" et T = (1 -X)™, on
trouve
(1-X)" =-n(1-X)""1

Soit S =) ,cnsuX" et T =), nt,X" deux séries formelles. On voudrait définir
la composée

soT:an[Ztmxm n

neN melN

Pour garder nos habitudes de calculs sur les séries, il faudrait que cette série soit

neN  (my,...,m,)eN”

Pour tout entier n, le coefficient d’indice n est donc

Y)Y twetm,

keN (my,...,my)eNK
My +-+m=n
et on a besoin que cette somme soit finie. Si ¢y # 0, elle ne sera pas finie pour certaine
valeur de n. En revanche, si ty = 0 seuls contribueront les m; tels que m; > 1 et la
condition my +--- + my = n donne donc k < n; de plus, pour chaque valeur de kil n'y a
qu’un nombre fini d’entiers m;, ..., n;) € N** tels que my +--- + my = n.

Définition 206— Soit S=) , s, X" et T =), cnt, X" deux séries formelles. On suppose
to = 0. La composée S o T est la série formelle

ZunX”

nenN

W= ) et

keN (my,...,m;)eNF
M+ +m=n

avec

pour tout n € N. C’est la série obtenue en remplagant dans la série S la variable X par T.
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Proposition 207—Soit S=) ,cns.X" et T =), . X" deux séries formelles. On sup-
pose to=0. La dérivée de So T est

(SoT) =T"-S"0T.
On définit quelques séries formelles usuelles.

Définition 208— La série formelle exponentielle est

]' n
exp(X) = ZEX .

neN

Proposition 209— L'inverse de la série exponentielle est la série exponentielle composée

avec —X: ™
exp(X)™! = exp(-X) = Z’% XM

nelN

Définition 210— On note In(1 + X) la série formelle

In(1+X)= ) D"

n
nelN*

Proposition 211— Dans l'anneau des séries formelles :

exp(In(1+X))=1+X.

Caracteres

A.2.1) Propriétés générales

On note U le sous-groupe multiplicatif de C* des nombres complexes de module 1:
U={zeC:|z|=1}.

Définition 212— Un caractere d'un groupe G est un homomorphisme de groupes de G
dans C*. Un caractere unitaire d’un groupe G est un homomorphisme de groupes de G dans
U.

Notons multiplicativement l'opération de G et eg 1’élément neutre. Un caractere de G
est donc une application x: G — C* telle que x(xy) = x(x)x(y) pour tous x et y dans G.
Noter que méme si G n’est pas commutatif, on a x(xy) = x(yx) pour tous x et y dans G.

Si X est unitaire, on a

pour tout x € G.
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Lemme 213— Un caracteére d’un groupe fini est nécessairement unitaire.

Démonstration. Si G est fini, notons |G| son ordre. Tout élément x de G vérifie x/S = eG
et donc x(x)!6l = x(xISl) = x(eg) = 1. On en tire |)((x)|IGI =1 puis |x(x)| = 1. O

L’ensemble des caractéres de G est un groupe multiplicatif commutatif, l'opération
étant la multiplication héritée de celle de C. L’élément neutre, noté x,, est appelé
caractere trivial du groupe

xo : G » C
X B eg.

Si x est unitaire, on a x~! = X ou
x : G > U

x > x(x).

Définition 214~ Le groupe commutatif des caractéres d'un groupe G est appelé dual de
Pontryagin de G et noté G.

Dans la suite, on n’étudiera que le cas des groupes commutatifs finis. Les caracteres
sont alors tous unitaires. Ce sont des fonctions d’un ensemble fini dans un ensemble
fini et G est donc fini.

A.2.2) Une structure d’espace préhilbertien

Soit G un groupe commutatif fini. On note V 'espace vectoriel sur C des fonctions
de G dans C. Pour tout h € G, on définit

6h G - C
¢ 1 s?gzh;
0 sig=h.

La famille (05: h € G) est libre et elle engendre V:siv eV, alors
v = Zv(h)éh.
heG

L'espace V a donc dimension |G].
On munit V d’un produit scalaire hermitien:

2 _ 1 v(g)
Yuv)eVy,  (uv)= |G|geZG”‘g)”(g)‘

Nous montrons que G est une famille orthogonale pour ce produit scalaire hermitien.
Si x € G n’est pas le caractere trivial, il existe h € G tel que x(h) = 1. Alors,

x(h)) x()=) x(hg)=) x(g)

geG g€G geG
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la derniere égalité résultant du changement de variable g + hg. On en déduit

) _xig)=o.

g<G

Appliquant cette égalité au produit xx’ de deux caractéres, on trouve

) x(@x'(g) = (A1)

pre 0 sinon.

{IGI six=x's
Puisque G est une famille libre et que dimV = |G|, il suffit de montrer que G et
G ont méme cardinal @),

Lemme 215— Soit H un sous-groupe de G. Soit { un caractére de H. Il existe un caractére
x de G dont la restriction a H est .

Démonstration. Si H =G, il n’y a rien a démontrer. On peut donc supposer H = G et
trouver a € G tel que a & H. Puisque alSl = ¢ € H, il existe un plus petit entier naturel
non nul m tel que a” € H. Soit C une solution dans C* de I’équation z" = {(a™). Soit H,
le sous-groupe de G engendré par H et a. Tout élément de H, s’écrit de fagon unique
sous la forme ha" avec he Het n €{0,...,m—1}. On définit

Y, + H, — C
hal —  P(h)U.

C’est un caractere de H, dont la restriction a H est {. Si H, = G, la preuve est terminée.
Sinon, on applique le processus précédent a H, est G. Le processus de répétition
terminera puisque G est fini. O

Pour tout g € G différent de eg, il existe un caractére de G ne prenant pas la valeur 1
en g. Notons en effet () le sous-groupe de G engendré par g. Si C # 1 une une racine
|Gle de I'unité, on définit un caractére 1\ de (g) en posant {(g/) = U pour tout entier
naturel j. Grace au lemme 215, on prolonge ce caractére en un caractére x; de G. On
a alors x;(g) = C = 1. On calcule alors

xi1(8)) x(8)=) (xix)(g)=) x(g)

x€G x€G x€G

par le changement de variable x — x;x. On en déduit

) xl@=0.

x€G

a. Une autre démonstration consiste a utiliser la théorie de la diagonalisation des endomorphismes
unitaires d’espaces préhilbertiens. C’est la voie suivie par Stein & Shakarchi [42]. Notre preuve suit celle
de Lidl & Niederreiter [25, Chapter 5, §1]
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Appliquant cette égalité au produit gg’~! de deux éléments de G, on trouve

Y x(e)x(g) = {'G' 8L (A2)

— 0 sinon.
x€G

On peut maintenant montrer 1’égalité des cardinaux de G et G.Ona
Y ) xig)=[d
8€GyeG
par (A.2). Ainsi
Gl=) ) xi@)=) ) x(g)=Id|
8€GyeG xeG <G

par (A.1).
Nous résumons cette section dans le théoréme suivant.

Théoréme 216— Le groupe G de ses caractéres est un groupe commutatif fini de méme ordre
que G. Ce groupe G est une base orthonormale de I'espace préhilbertien V des applications de
G dans C muni du produit scalaire hermitien

1 -
2 [p—
V(u;v) € V ’ <ulv> - |G| Zu(g)v(g)
g¢G
A.2.3) Théorie de Fourier

Soit G un groupe commutatif fini.

De facon usuelle, I'existence d’une structure préhilbertienne sur un espace vectoriel
conduit a une théorie de Fourier. On conserve les notation de la partie A.2.2. Soit v € V.
Sa décomposition dans la base G s’écrit

v= vax.

xeG
La base G étant orthonormale, on calcule

@20 =) vyl x) = vy

Lpea
pour tout x € G. D’autre part

P =@y =) Y udiobr=) |nl

xeé 11)66 xea
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Enfin, par orthogonalité toujours, on a
)TN = SN ) )_x(@)x(h) = ()
xeG heG xeG

pour tout g € G.

Définition 217 (Transformée de Fourier)— Pour toute fonction v: G — C, sa transfor-

mée de Fourier est _
v : G - C
x <v,x>—|G|Z x(2).
geG

Théoreme 218— Soit G un groupe commutatif fini et v: G — C.
Le développement de Fourier de v est I’égalité

v=>) Bx
Le théoréme de Plancherel est I’égalité
— 2
o> =Y Joto)| -

x€G

La formule d’inversion de Fourier est

VgeG  w(g)=) x(gPl):

A l’aide de la notion de produit de convolution, on généralise le théoréeme de Plan-
cherel.

Définition 219 (Transformée de Fourier)— Soit G un groupe commutatif fini. Pour toutes
fonctions u,v: G — C, le produit de convolution de u et v est

uxv : G — C

&~ |G|Z

heG

On montre ensuite que la transformée de Fourier d’une convolution est un produit
de transformées de Fourier.

Lemme 220— Pour toutes fonctions u,v: G— C,ona ii+v=u-v.

Démonstration. Soit x € G. On calcule

= G Y (ki g1 = |G|Z )17 YU i Tg)
g€G heG g¢G
= u(x)vix)-

grace au changement de variable ¢ — h~!g dans la somme en g. ]
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Ce lemme permet de démontrer la formule de Parseval qui généralise le théoreme
de Plancherel.

Proposition 221 (Formule de Parseval)— Pour toutes fonctions u,v: G— C, ona
G Z ZW o).
8eG g€G
Démonstration. Le lemme 220 conduit a
1 - 1 -
G 200 =g )X
x€G x€G

ce qui, compte-tenu de la formule d’inversion se réécrit

wrv(e)= ) @X)T)

x€G

G L ugnlg™) = )_mTy. (A.3)

geG xeG

c’est-a-dire

On applique cette égalité a la fonction v* définie par v*(g) = v(g~!) pour tout ¢ € G.
Pour cela, on commence par calculer

— 1 —
7/(><)=@geZGV(g‘1 x(g) = |G|Zx v(x)

heG
par le changement de variable h = g~!. I’équation A.3 devient

Gl Z ZA(X JTX).

8eG xeG

Actions de groupes

Soit G un groupe multiplicatif dont on note 1 I’élément neutre et X un ensemble.
On cherche a voir G comme un groupe de transformations de X.

Définition 222— On dit que le groupe G agit sur l'ensemble X s’il existe une application

GxX — X
(&x) - g-x

telle que
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i) pourtoutxeXonal -x=x;
ii) pour tous g,g" de Get tout xde X, ona g-(g'-x)=(gg’) - x.
L'application (g, x) — g - x est appelée action de G sur X.

Remarque 223- La définition précédente est celle d’une action 4 gauche. On peut définir
la notion d’action a droite : c’est une application

XxG —» X
(x,g) = x-g
telle que
i) pourtoutxe Xonax-1=x;
ii) pour tous g,¢’ de Get tout xde X,ona x-(g¢')=(x-2)-¢"

Nous introduisons dans la suite les notions adaptées aux actions a gauche en laissant
le soin au lecteur de les adapter aux actions a droites. On peut remarquer que si
(x,g) > x - g est une action a droite alors (g,x) > x - ¢g~! est une action a gauche.

Exemple 224- Le groupe SL,(R) — et donc son sous-groupe SL,(Z) — agit sur H par
homographies, c’est-a-dire par l'action a gauche

SLy(R)xH — H
a b L, 8zt b [a b
c dJ’? cz+d \c dJ*
Exemple 225- Soit k € Z, le groupe SL,(R) agit a droite sur I’espace vectoriel Hol (H, C)
des fonctions holomorphes sur H par l’action :
Hol (H,C) xSL,(R) — Hol (H, C)
a b -
(f'(c d)) — (z»—>(cz+d) kf(%)):(f}c(‘;s))
Les actions de groupes sont liées aux relations d’équivalence par le résultat suivant
qu'on laisse en exercice.

Proposition 226— On suppose que le groupe G agit sur I'ensemble X. Deux éléments x et
x" de X sont dits équivalents s’il existe g € G tel que x" = g-x. On note x’ ~g x et on définit
ainsi une relation d’équivalence sur X.

L'ensemble des éléments équivalents a x € X pour la relation précédente s’appelle
l'orbite de x sous G. On note cette orbite

G-x={g-x: g€G}.

L'ensemble des orbites d’éléments de X forme une partition de X: elles sont deux a
deux disjointes et leur réunion est X.
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Exemple 227- En remarquant que x + iy s’écrit
ctiv Lox\(vy 0 \._(v¥ «/ \/_
=0 1flo v/ T\o 1)
on voit que SL,(R)i = H.
S’il n’existe qu'une orbite pour une action, cette action est dite transitive. Cela revient
a dire que pour tous x et y de X, il existe g € G tel que y = gx.

Exemple 228- L'exemple précédent montre que l'action de SL,(R) sur H est transitive,
en effet

S o A e T A oY
x+1y—(0 1/\/—) (0 1/\/— 1/\F (x+1p)
(\/_/\/‘ (x'y —xy /\/W) e+ iy)
0 VI
L’ensemble des éléments de G laissant stable un élement de X s’appelle le stabilisateur
de cet élément:
Stabg(x) ={ge G: g-x =x}.
C’est un sous-groupe de G.

Exemple 229- Le stabilisateur de i par SL,(R) est SO,(R). Soit en effet (“ b ) €SL,(R)

telle que 2tY =i, en comparant les parties imaginaires, on obtient c? + d2 = 1 de sorte
que 74 p p g

qu’il existe 0 € [0, 27| tel que ¢ = cosO et d = sin 0. En comparant les parties réelles
puis en écrivant I’équation du déterminant, on obtient

{acose+bsin8 =0

asin®@—bcos0 =1
qui se résout en a =sin O et b = —cos 0.

Exemple 230- On déduit de I'exemple précédent et de I'exemple 227 que le stabilisa-
teur de x + iy € H par SL,(R) est le sous-groupe conjugué

ot (9 <] 1)

L’action d"un groupe G sur un ensemble X est libre si le stabilisateur de tout point
de X est minimal, c’est-a-dire réduit a {1}.

Exemple 231- L’action de SL,(R) sur H n’est pas libre. Mais le sous-groupe des trans-

lations
1 ¢
B_{(O 1). te[R}

agit librement sur H par l’action induite par celle de SL,(R):

e
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Une notion moins contraignante est celle de la fidélité qui demande que l'intersection
de tous les stabilisateurs soit minimale:

ﬂsmbG(x) =(1).

Exemple 232- L’action de SL,(R) sur H n’est pas fidele puisque les stabilisateurs
contiennent tous, outre I la matrice —I. Mais l’intersection de tous les stabilisateurs est
{-=I, I} comme on le voit en considérant l'intersection des stabilisateurs de i et 2i. Il en
résulte qu’on définit une action fidele de {_I,I}\SLz(R) sur H par

{_LI}\SLZ([R)XH — H
(? b . . az+b
“\\c 4d) cz+d’

Polynomes de Tchebychef

Pour tout entier n > 0, on définit une fonction sur [-2,2] en posant

sin(n+1)0
Xn(2 COS e) = W
pour tout 0 € [0,7]. En notant & = ¢%, on obtient
n -n-2 n
_ D
Xn(ZCOS 0)= ;an = E_z——l (A4)
Cette expression implique immédiatement la majoration suivante
Xuy(x)|=n+1=X,(2).
max | n ()| n(2)
On a,
Xo(x)=1 Xj(x)=x. (A.5)
De sin(n+3)0 +sin(n+ 1)0 = 2cos Osin(n + 2)0, on déduit la relation
Vxe[-2,2]  Xppo(x) = X1 (%) = X, (x) (A.6)

de sorte que, par récurrence, on prolonge X, en fonction polynomiale a coefficients
entiers.

Remarque 233- En posant
sh(n+1)y
Y,(2chy) = ———=
n( c y) Shy
pour tout y € R*, on définit une fonction Y, sur [2,+oo[. La relation sh(n + 3)y + sh(n +
1)y = 2chysh(n + 2)y montre qu’elle satisfait une relation semblable a (A.6). Puisqu’'on

aaussi Yo =1 et Y;(y) = v, la fonction Y,, est la restriction de X,, a [2, +o0[.
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Xp=1
X1 =x
X2:x2—1
X3:x3—2x

X4:x4—3x2+1
X5=x5—4x3+3x
X6:x6—5x4+6x2—1

X, =x" —6x°+10x% —4x
Xg=x2—7x0+15x* —10x% +1
X9:x9—8x7+21x5—20x3+5x

Xp0=x"0—9x8 + 28x% —35x* + 15x2 -1
TasLE A.1 — Premiers polynomes de Tchebychef de seconde espece

Les premiers exemples de polynomes de Tchebychef sont donnés table A.4.
Les équations (A.5) et (A.6) sont équivalentes a

+00
1
Xu(x)T" = —————. A7
ZO )T = s (A7)

Le polynome X,,, de degré n et coefficient dominant 1, est appelé polyndme de Tchebychef
de seconde espéce de degré n. Définissant la mesure de Sato-Tate pgr par

1 [ x?
dMST_E 1—de

2 o .
sin(n+1)0 sin(m+1)0 2 . ,
X, (%)X dugr = . -— 0do
Jz ()X (x)dpst JO sin © sin O .

1 sin=m
0 sinon.

Puisque degX,, = n pour tout entier #, la famille {X,,},cy est une base orthonormale
(pour pgt) de C[X]. On en déduit que
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avec )
C]' :f XnXmX]'d]AST.
-2

On peut en fait retrouver explicitement les coefficients c; a I'aide des formules A.4.
On obtient la formule de Clebsch-Gordan :

Lemme 234— Pour tous entiers naturels n et m, on a

n+m inf(n,m)
XnXom = Z X]' = Z Xn+m-2i-
j=ln—m| i=0

j=n+m (mod 2)

Démonstration. On suppose n > m. Grace la formule (A.4) on a

m
Y g—n—Z _(t_)n
X, X, (2cos0) = ;gm 2, 5*2——1
1 z "
= m—-n—2i-2 _ m+n—2i
=T |2t )£ :
=0 i=0
Or,
£m+n— i_ E—m+n+ ]
i=0 =0
donc
m
XX, (2cos0) = (Smfn—Zi—z _(c;m+n+2i)
i=0

Xn—m+2i(2 cos 6)

Il
e

Lemme 235—Sia>1etp>1,alors
X(x+[3 = XOLX[; - X(x—IX[S—l-

Démonstration. Grace a la formule de Clebsch-Gordan (lemme 234), on a

inf(e,B)-1 inf(a,p)
Xa-1Xp-1 = Xa+p-2i-2 = Z Xa+p-2i = XaXp = Xasp-
i=0 i=1
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Polynomes symeétriques

A.5.1) Définition

Dans tout ce paragraphe, on fixe un corps K. Un polyndme symétrique est un
polynéme invariant par le groupe symétrique. Plus précisément, en notant S, le
groupe des permutations de {1,...,n}, on a la définition suivante.

Définition 236— Soit P € K[Xy,...,X,,] un polynéme. On dit qu’il est symétrique si
P(Xo(1)-++ Xo(m) = P(X1,..., X,)
pour toute permutation c € S,,.

Les polynomes symétriques élémentaires sont les premiers exemples de tels polynomes.
Un entier n étant fixé, les polynomes symétriques élémentaires de K[X4,...,X,,] sont
les polynomes symétriques définis par

01Xy, X,) = Z X, . X,

1<i) <..<ix<n
pour tout k € {1,...,n}.
Exemple 237- Les deux polyndomes symétriques élémentaires de K[X;, X, ] sont
01X, X)) =X1+X, et 0p(X(,X,) =X Xs.
Les trois polynomes symétriques élémentaires de K[X;, X,, X3] sont
01(X1, X2, X3) = Xy + X5 + X3, 02(X1, X2, X3) = X1 X5 + Xo X5+ X X3

et
03(X1, X2, X3) = X1 X, X3.

Une raison naturelle d’introduire les polyndmes symétriques élémentaires réside
dans la proposition suivante établissant une relation entre racines et coefficients d’'un
polynome. Sa démonstration est laissée au lecteur. On choisit une extension algé-
brique Q) de K.

Proposition 238— Soit ay,...,q, des éléments de ). Alors
(X-ap) - X=a,)=X"+a, X"+ +a, 1 X+a,

avec
aj=(-1)oj(a,..., a)

pour tout j € {1,...,n}.
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L’ensemble des polyndémes symétriques de K[Xy,...,X,,] constitue une sous-algebre
de l'agebre K[Xj,...,X,]. Cette base est engendrée par les polyndomes symétriques
élémentaires. Plus précisément, on a le théoreme suivant.

Théoréme 239 (Théoréeme fondamental des polyndmes symétriques)— Si P est un
polynome symétrique de K[Xy,...,X,,], il existe un unique polynome L de K[Xy,...,X,,] tel
que

P =L(oy,...,0,).

La démonstration se trouve § A.5.3.

A.5.2) Ordre sur les monomes

Pour établir le théoreme fondamental des polyndomes symétriques (théoreme 239), il
est nécessaire de définir et étudier un ordre sur les mondmes unitaires K[X;,...,X,,],
c’est-a-dire sur ’ensemble

M, = (XTX32 . X0 (g, ..., a) € NP

L'ordre que nous étudions est 'ordre lexicographique. D’autres ordres sont définis
dans [6, Chapter 2, §2] ou [7, Chapter 1, §2]. Il faut remarquer que tout ordre < sur
N" définit un ordre, qu’on note aussi <, sur M,, en définissant

X7TX52 L Xy < XE‘XEQ...XE” si et seulement si (aq,0p,..., ;) < (B1,B2s-- -, Bn)-
Définition 240— Lordre lexicographique sur M, est défini par
X4x%e . xor < xPrxBe | xbr
si et seulement si
(allaZI---lan) < (ﬁllﬁzl"‘lﬁn)
pour lordre lexicographique, c’est-a-dire si et seulement si

(a11a21-"'an) = ([31'[32""’[311)

ou s’il existe r € {1,...,n} tel que
a; = B; pour tout i <r et o, <p,.

SI A et B sont deux monodmes de M,, tels que A < B et A # B, on note A < B. L'ordre
lexicographique sur M,, est un ordre monomial. Cela signifie qu'on a la proposition
suivante dont la preuve est laissée au lecteur.

Proposition 241— Lordre lexicographique sur M,, est un ordre total :
1) si A et B sont deux mondmes de M, tels que A < B et B< A alors A=B;

2) si A et B sont deux monomes de M,,, ona A<BouB<A;
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3) si A, B et Csont trois monomes de M,, tels que A <Bet B< Calors A<C.

Cet ordre est compatible avec le produit: si A, B et C sont trois mondmes de M, tels que
A < Balors AC < BC. Enfin, cet ordre est un bon ordre: tout sous-ensemble £ non vide de
M,, admet un plus petit élément, c’est-a dire un élément M tel que M < A pour tout A de E.

On étend la notation < aux mondmes multipliés par des scalaires non nuls en posant,
si a et b sont des éléments de K non nuls,

aXOX52 X < pXPXP L xPr o XX X < XBixBe L xBe
Si P est un polyndéme non nul de K[Xj,...,X,], on I’écrit comme combinaison li-

néaire de monomes:

dn

dy ) ‘
_ 1 1
P= E E Piyyiy Xq - Xt

ii=0 i,=0

Le degré de P est
degP =max{i; +---+1,: Pi,..i, * 0}

Parmi I'ensemble fini des mondmes de P, il y a un plus grand élément pour l'ordre
lexicographique. Soit (ji,...,j,) le n-uplet d’entiers correspondant a ce maximum.
Autrement dit, soit

XI XD = max(X. Xl py o 0),
le terme dominant de P est
TD(P) = pj, _; XJ'... XL,

Il faut remarquer que le terme dominant n’est pas nécessairement le terme de plus
haut degré (penser a X7 X3° + X¢X,). Le dégré du polyndome nul est, par convention,

—oo et son terme dominant est 0.
Si P et Q sont deux polyndmes de K[X4,...,X,,], alors TD(PQ) = TD(P) TD(Q). Enfin,
si deux polyndomes non nuls ont méme terme dominant, alors

TD(P) = TD(Q) > TD(P - Q). (A.8)

Enfin, on résume sous forme de lemmes les résultats dont nous aurons besoin concer-
nant les polyndmes symeétriques.
Lemme 242—

a) Soit P un polynome symétrique de K[Xy,...,X,,]. On suppose que son terme dominant
est le,...,jnle1 .. X Alors
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. r t
b) Le terme dominant de o' ---c," est
r T, r1+ett, T+t T
TD(Gll"‘Gnn):Xll nX22 n_“Xnn.

A T T t t P . . A
c) Les polynomes o' ---0," et 0,' ---0," sont égaux si et seulement s’ils ont méme terme

dominant.
Démonstration.

a) Si X} ...X;’ est un mondme du polyndme symétrique P alors

i,, _ Z.0’1(1) io’l(n)

o) Koy = X1 X

I’est aussi pour toute permutation ¢. Pour tout n-uplet (i,...,i,), il existe une
permutation (*) ¢ telle que ig-1(1) = .. 2 ig-1(y). Tout n-uplet de P est donc inférieur

, N A i i . . . .
ou égal a un monome de la forme X .\... X" ‘avec i >...i,. Cest en particulier le
o(1) o(n)
cas du mondéme dominant.

b) Le terme dominant de o; est X;...X;, celui de Gir" est donc X} ... X:". On en déduit le
résultat par multiplicativité.

c) L’égalité des termes dominants

ittty Tttty Ty _ ~ohitetty ottty t,
X X5 X=X, X5 X

conduit successivement a r,, = t,, puis r,,_; = t,,_q jusqu’a r; = ty.

Corollaire 243— Si un polynome symétrique P a pour terme dominant

7

T ~T ;
TD(P) = pX} X3 - X},
alors ce terme dominant est le polynome symétrique

TD(P) = po,' 205> 2+ 0y

A.5.3) Preuve du théoréme fondamental des polynomes symétriques

On démontre dans cette partie le théoreme 239. Le point principal de la démonstra-
tion de l’existence de L est le corollaire 243 qui permet d’exprimer le terme dominant
d’un polynome en fonction des polyndmes symétriques élémentaires.

Par réitération, on définit une suite de couples de polyndmes (P;, Q;);>o en posant

b. Définie par récurrence de la fagon suivante: i0_1(1) = max{i,..., iy} et i;-1 (k) = max{iy,..., i} \
{ig-1(1)r---»1g-1(k=1)} pour tout 2 <k <n.
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puis, pour tout i > 0,

P, =P
siP. =0, { i+1 i

Qiv1=Q;
et,
ri=ty _ry—T T
P'lzP'—pGI 2502773l
. i+ i 1 2
siP, =0, _ _
Q' _Q' rn=ry 1-r; Ty
i+1 =Qi+poy "0, ---0p
ou

TD(P;) == pX{' X5 --- Xy = poy' 20y 20y

grace au corollaire 243.

On remarque que P; + Q; = P pour tout i et que, pour tout i, le polynome Q; est
produit d’un scalaire par un produit de polynomes symétriques élémentaires. S’il
existe j tel que P; =0, on a donc P = Q; et P est une combinaison linéaire de produit
de polynomes symétriques élémentaires.

Montrons I'existence de j tel que P; = 0. Grace a I’équation (A.8), on a TD(P;,;) <
TD(P;) tant que P; est non nul. En notant

la suite ((aq(7),...,a,(i))); est donc strictement décroissante (pour l'ordre lexicogra-
phique) tant qu’elle ne s’annule pas a valeurs dans I’ensemble

{(ay,...,a,): a1 =2ay = >a,, (ay,...,a,) < (a1(0),...,0,(0))}.

Cet ensemble est fini (il a moins de (a;(0)+ 1)" éléments). Il existe donc k tel que
(a1 (k),...,a,(k)) = 0. On a alors TD(P;) € K puis P,; = 0.

Il reste alors a démontrer 'unicité du polynome L. Il suffit de montrer que si
L(oy,...,0,) = 0 alors L = 0. Soit donc

i iy
L(G],...,O‘n) = Z gil,...,i,,gll o0y .
Si o) oy =o' -0y alors i) = jy,...,i, = j, d’aprés le point b) du lemme 242. Les
o) ---0, intervenant dans L sont donc tous distincts. Toute famille de polynomes
distincts est libre donc L = 0.

Accouplements parfaits

Définition 244— Soit V et W deux K-espaces vectoriels et B: Vx W — K une application
bilinéaire. On dit que B est un accouplement parfait si les deux applications linéaires

vV - L(W) g V- L(V)
x > (p—B(x,)) y = (x—B(xv))

sont des isomorphismes linéaires.
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Si Vet W sont de dimension finie, on a des isomorphismes linéaires entre V et son
dual £(V) puis entre W et son dual £(W). Pour montrer que B est un accouplement
parfait, il suffit dans ce cas de montrer que les deux applications linéaires de la défini-
tion 244 sont injectives, c’est-a-dire de noyaux {0}. En effet, I'injectivité de la premiere
application montre alors que dimV < dim £(W) = dim W et l'injectivité de la seconde
application montre que dimW < dim £(V) =dim V. Ainsi, V et W ont méme dimension
et les deux applications sont des isomorphismes.

Extensions transcendantes

Cette partie est essentiellement inspirée du chapitre 8 du cours de Milne [29].
Soit K un corps contenant C, par exemple K = C(X,Y,Z) ou K = C(E,, Ey4, Eg).

Définition 245— Les éléments aq,...,a, de K sont algébriquement indépendants si 0
est leur seul polynome annulateur, c’est-a-dire si le seul polynome P € C[Xy,...,X,,] tel que
P(ay,...,0,) =0est P=0.

Si des éléments ne sont pas algébriquement indépendants, ils sont dit algébriquement
dépendants. Il admettent alors un polynéme annulateur non nul. Il faut noter que
la notion d’indépendance algébrique élargit la notion d’indépendance linéaire qui se
restreint aux polyndomes annulateurs homogenes de degré 1.

Exemples 246-
1) Les éléments X, Y et Z de C(X,Y,Z) sont algébriquement indépendants.

2) Les séries E,, E, et Eq de C(E,, E4, E¢) sont algébriquement indépendantes (voir la
proposition 153).

3) Grace au corollaire 152, les dérivées des séries d’Eisenstein sont toutes des éléments
de C(E,, E4, Eg). Les équations (3.32),(3.34) et (3.38) montrent que, pour tout j €
{2,4, 6}, les séries E]', DEj, DZEj et D3Ej sont algébriquement dépendantes.

Si une famille est linéairement indépendante, I’un de ses éléments est combinaison
linéaire des autres et peut donc s’écrire comme un polynome homogene de degré 1
en les autres éléments. On généralise cette notion.

Définition 247— Soit ay,...,a, des éléments de K. On dit que y € K est algébrique-
ment dépendant de {ay,...,a,} s’il existe des fractions rationnelles ry,...,rjen ay,...,a, a
coefficients dans C telles que

yd+r1yd_1 +.oo g y+rg=0.

Autrement dit, 'y est algébriquement dépendant de {a,,...,a,} s’il existe un polynome unitaire
LeC(ay,...,a,)[X] tel que L(y) = 0.

Au lieu de dire que 7y est algébriquement dépendant de {ay,...,4,}, on dit aussi que
y est algébrique sur C(ay,...,a,).
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Exemple 248- 1’équation (3.34) montre que D3E, est algébriquement dépendant de
{E4,DE4, D?Ey}, un polyndéme annulant D3E, étant

, (15 (DE4)®> DE4D?E,
+|—=- 9 X
2 B} E4

Ul

25 (DE4)4 36 (D?E4)® 27 DE4(D?Ey)?

+

+(DEy 4)?D%E,

Proposition 249— L'ensemble des éléments algébriquement dépendants de {ay,...,a,} est
un sous-corps de K.

Remarque 250- La démonstration de cette proposition utilise des résultats sur les
polynomes symétriques qui sont donnés en annexe A.5.

Démonstration. Commengons par montrer que si y # 0 est algébriquement dépen-
dant de {ay,...,a,}, alors 1/y est algébriquement dépendant de {a,...,a,}. Siy = 0 est
algébriquement dépendant de {ay,...,4q,} alors

iy
Zri(al,...,an)yd_l =0
i=0
avec rq,...,r;, des fractions rationnelles telles que 7; (ay,...,4,) = 0 et ry = 1. On en tire
i i
i rl-(al,...,an) (l) -0
— rio(al,...,an) Y
ce qui montre que 1/y est algébriquement dépendant de {ay,...,a,}.
On considére ensuite y; et y, algébriquement dépendant de {ay,...,a,}, on va montrer
que V1 + V2, Y1 — V2 et Y12 sont algébriquement dépendants de {ay,...,a,}.

Soit L; et L, deux polynomes unitaires de C(ay,...,a,)[X] tels que Li(y;) = 0 et
L,(y,) = 0. Le polynome L =L;L, admet y; et y, comme racines. On a

d-1
Z& ap,...a,)X +X4
i=0

avec{;(ay,...,a,) € C(ay,...,a,) pour tout i. Dans une cloture algébrique Q) de C(ay,...,a,),

on écrit
d
X)=[ [x-a)

i=1

en numérotant les racines de sorte que o; = y; et a, = y,. La proposition 238 implique

Ca_i(ay,...,a,) = (-1)oi(a,..., ) (A.9)
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pour tout i € {1,...,d}.Soit g € C[X{, -+, X4]. On va montrer que g(ay,...,0 ) est algé-
briquement dépendant de {ay,...,a,}. Cela impliquera que y; +y,, y1 — V2 et y;7y, sont
algébriquement dépendants de {ay,...,a,} aprés avoir choisi g(Xy,...,X;) = X1 + X3,
g(Xq,...,Xy) =X =X, et g(Xq,...,Xy) = X1 X,. Considérons pour cela

dl-1
G(X) = F[ (X = g(agiyr s ao@@)) = X + thxj'
j=0

GESd

L'ensemble S; est le groupe des permutations de d éléments. L'une des racines de
ce polyndme unitaire est g(ay,...,a4). Nous allons montrer que ce polyndome G est
a coefficients dans C(ay,...,a,). Cela impliquera que g(ay,...,ay) est algébriquement
dépendant de {ay,...,a,} et achévera donc la démonstration.

Si on ordonne arbitrairement les permutations en écrivant $; = {0y,...,04}, 0on a

hi=(-1)" sy (g(%l(nxm,%l(d)),-wg(%d!(l)nw%d!(d))) (A.10)

ou sg_j est la (d! — j)° fonction symétrique élémentaire a d! variables. Permuter les
racines ay,...,ay dans (A.10) c’est les remplacer par a(y),- .-, 0g(4) POUr une permuta-
tion o € S;. C'est donc permuter les variables dans s;;_;. Par symétrie de s;;_j, cela ne
change pas h; qui est donc un polyndme symétrique de ay,..., aq. Grace au théoreme
fondamental des polynoémes symétriques (théoreme 239), il existe alors un polynéme L
tel que hj = L(o1(ay,...,q),...,04(a1,...,04)). Grace a ’égalité (A.9) on a donc

hj =L(~Ca-1(ar,...,a0),€aa(ar,...,ay),....,(=1) b ay,...., ay)).

Le coefficient h; est donc bien un élément de C(ay,...,a,). O

On donne ensuite une autre caractérisation de la dépendance algébrique.
Proposition 251— L'élément y de K est algébriquement dépendant de {ay,...,a,} si et
seulement s’il existe P € C[Xy,..., X, X,,41] tel que

a) le polynome a une variable P(ay,...,a,,X, 1) n'est pas le polynome nul;

b) onaP(ay,...,a,7y)=0.

Démonstration. Si y est algébriquement dépendant de {ay,...,a,}, alors il existe des
polynomes a coefficients complexes pi,qy,..., pa,q4 tels que

yd_}_pl(alt"';an)yd—l_'__”_'_pd(all"'ran) -0

qi(ay,...,a,) q4(ay,...,ay)

On note pg le produit de polynoémes ¢; ---q,. Si

P(Xp,eos X)) = ) pilXp,o, X)X

n+l1

ingR
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on a donc P(ay,...,a,,y) = 0. Le coefficient dominant du polyndme a une variable
P(ay,...,a,,X,,1) est po(ay,...,a,). Cette quantité est non nulle donc P(ay,...,a,,X,11)
n’est pas le polyndme nul.

Réciproquement, supposons que P(ay,...,a,,y) =0 et que le polyndome a une variable
P(ay,...,a,,X,1) n'est pas le polynome nul. Si Q(X) = P(ay,...,a,,X) alors Q n’est pas
constant, sinon son évaluation en y montre qu’il serait nul. Le degré d de Q est donc
au moins égal a 1. On peut donc écrire

pi(Xq,..., X, ) X4

n+1

M=~

P(Xy,..., Xpg1) =
i=0

avec p; € C[Xy,..., X, ]. Par définition de d, on a py(ay,...,a,) # 0 de sorte que L(y) =0

avec
pi(ay,...,a xd-i
d e C(ay,...,a,)[X].
ZPO (at,.. 1an ! "
Ainsi, y est algébriquement dépendant de {ay,...,a,}. O

Proposition 252— Si vy est algébriquement dépendant de {ay,...,a,} alors les fractions
rationnelles en 7y a coefficients dans C(ay,...,a,) sont des polynémes. Autrement dit,

Clay,...,an)ly] = Clay,..., a,)(y).

Démonstration. On note L = C(ay,...,a,). Onadonc Cc L cL[y] c L(y) c K. On va
montrer que L[y] est un corps ce qui implique L[y] = L(y). On note e, I'application

d’évaluation:

e LX] - K

P = Py

y

C’est un morphisme d’anneaux d’image Ime,, = L[y]. Puisque y est algébriquement
dépendant de {ay,...,a,}, le noyau Kere, de cet morphisme est non nul et on a un
isomorphisme d’anneaux |]—[X]/Kerey ~ L[y]. Il suffit donc de montrer que 'anneau
quotient L[X]/Ker e, est un corps. Le noyau Kere,, est un idéal de I'anneau L[X]. Cet
anneau est principal puisque L est un corps. Il existe donc un polyndme unitaire
M € L[X] tel que Kere, = ML[X]. Si M = M| M, alors M;(y) = 0 ou M;(y) = 0 donc
M; € Kere, ou M, € Kere,,. On en déduit que M; ou M, est un multiple de M puis que

M est irréductible. Cette irréductibilité implique que 1’anneau quotient L[X]/Ker e, est
un corps. O

Remarque 253- Soit L un sous-corps quelconque de K. Le polynome M défini dans la
preuve de la proposition 252, c’est-a-dire I’'unique polynome unitaire M tel que

(P eL[X]: P(y) =0} = ML[X]

s’appelle le polynome minimal de y sur L.
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Proposition 254— L'élément y de K est algébriquement dépendant de {ay,...,a,} si et
seulement si I’espace vectoriel C(ay,...,a,)[y] est de dimension finie sur C(ay,...,a,).

Démonstration. On note L = C(ay,...,a,). Supposons que y est algébriquement dépen-
dant de {ay,...,a,}. Une famille génératrice de L[y] est (yj )j>0- On note d le degré du
polyndome minimal M de y sur L. Si j > d, on effectue la division euclidienne de X/
par M et on note R le polyndéme reste. On a bien siir degR < d et y/ = R(y). Ainsi, une
famille génératrice de L[y] est (Yj)je{o,...,d—l} et L[y] est de dimension finie inférieure a
dsur L.

Supposons réciproquement que L[y] est de dimension finie / sur L. Alors la famille
(Y')o<i<n est liée sur L. La relation linéaire entre les éléments de cette famille fournit
un polynome annulateur de y a coefficients dans L. O

On montre ensuite une propriété de transitivité.

Proposition 255— Si vy est algébriquement dépendant de {ay,...,a,} et si chaque a; est
algébriquement dépendant de {by,..., by} alors y est algébriquement dépendant de {by,...,b}.

Démonstration. Puisque 7y est algébriquement dépendant de {ay,...,a,}, il est algébri-
quement dépendant de {b;,...,bg,ay,...,a,}. Uespace vectoriel C(by,...,bp,ay,...,a,)[y]
est donc de dimension finie sur C(by,..., by, ay,...,a,) d’apres la proposition 254. Les
coefficients a; sont tous algébriquement dépendants de {by,...,b/}. En appliquant les
propositions 252 et 254 successivement a C(by,...,b)[a1], C(by,...,be,a1)[asz],. .., jus-
qua C(by,...,bp,a4,...,a,_1)[a,] on voit que C(by,...,by,ay,...,a,) est un espace vectoriel
de dimension finie sur C(by,...,by). On en déduit que C(by,...,by,ay,...,a,)[y] est de
dimension finie sur C(by,...,by). L'ensemble C(by,...,b)[y] est un sous-espace vecto-
riel de C(by,..., by, ay,...,a,)[y], donc C(by,...,b,)[y] est un sous-espace vectoriel de
dimension finie de C(b,...,b,). Grace a la proposition 254 cela implique que y est
algébriquement dépendant de {by,...,bs}. O

Enfin, avant la démonstration du théoreme principal de cette partie, nous avons
besoin d’un lemme technique.

Lemme 256 (Lemme d’échange)— Si y est algébriquement dépendant de {ay,...,a,} mais
algébriquement indépendant de {ay,...,a,_1} alors a, est algébriquement dépendant de

{ay,...,a,1,7)

Démonstration. D’aprés la proposition 251, il existe un polynome P € C[Xj,...,X,,;1] tel
que le polyndome a une variable P(ay,...,a,,X) est non nul mais la valeur P(ay,...,a,,7y)
est nulle. On écrit

P(Xy,..., Xp1) = ZPi(Xlw-:Xn—l;XnH)Xn
i

Puisque
Zpi(al,. oy p-1,X)ai =0,
i
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il existe j tel que pj(ay,...,a,-1,X) # 0. Puisque y est algébriquement indépendant de
{ai,...,ay1}, onapj(ay,...,a,_1,7) # 0. Le polynéme P(ay,...,a,_1,X,y) n'est donc pas
le polyndome nul. Ce polynome s’annule cependant en a,. La proposition 251 implique
donc que a,, est algébriquement dépendant de {ay,...,a,_1,V}. O

On est maintenant en mesure de démontrer le théoreme fondamental de cette partie.
L’équivalent en algebre linéaire de ce théoreme est le résultat que les familles libres
d’un espace vectoriel ont moins d’éléments que ses familles génératrices.

Théoréme 257— Si A et B sont deux ensembles finis de K tels que
1) l'ensemble A est algébriquement indépendant
2) tout élément de A est algébriquement dépendant de B

alors #A < #B.

Démonstration. On note A ={ay,...,a,,} et B={by,...,b,} puis k = #ANB. Si k = m alors
m < n et le résultat est démontré. On suppose maintenant k < m. On renumérote les élé-
ments de A de sorte que ANB = {ay,...,a;} 9 et B={ay,...,ar, bgsq,...,b,}. Puisque A est
algébriquement indépendant, en particulier a;,; est algébriquement indépendant de
{ay,...,ar}. En revanche, il est algébriquement dépendant de B = {ay,...,ax, bxy1,..., b, ).
Il existe donc j tel que ai, est algébriquement indépendant de {ay, ..., ax, bxy1,-.., bj1}
et algébriquement dépendant de {ay,...,ax, byi1,...,bj} aveck+1 <j<n (@), Grace au
lemme d’échange, b; est algébriquement dépendant de {ay,..., a1, by1,--.,bj1} et
donc de By = BU{ay,1}\ {bj}. On en déduit que tout élément de B est algébriquement
dépendant de By puis, grace a la proposition 255, que tout élément de A est algé-
briquement dépendant de By, c’est-a-dire d’un ensemble avec lequel il partage k + 1
éléments et qui a autant d’éléments que B. Par réitération de ce procédé, on construit
un ensemble B, ayant méme cardinal que B, tel que #A N B, = m et tel que tout élément
de A est algébriquement dépendant de B, . Comme pour le cas initial (k = m), on a
#A < #B, = #B ce qui acheve la preuve. O

Algebres de Poisson

Cette partie est inspirée de discussions avec mes collegues Francois Dumas [9] et
Dominique Manchon [27].

Définition 258— Une algébre A est dite algébre de Poisson s’il existe une application
bilinéaire antisymétrique { , }de A? dans A qui vérifie

1) laloi de Leibniz: {ab,c} = a{b,c} +{a, c}b pour tous a,b et c dans A;

2) lidentité de Jacobi: {a,{b,c}} +{b,{c,a}} + {c,{a, b}} = 0 pour tous a, b et c dans A.

Lapplication { , } est appelée crochet de Poisson sur A.

c. Avec la convention que {ag,...,ax} =0si k = 0.
d. Avec la convention que {ay,...,ag, bgy1,..., bj-1} ={ay,...,ax} sij=k+1.
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La loi de Leibniz est a voir comme la dérivation d’un produit. Plus précisément,
on fait la définition suivante.

Définition 259— Soit A une algébre et D une application linéaire sur A. Cette application
est une dérivation si pour tout (a,b) € A%, on a

D(ab) = D(a)b + aD(b).

Exemple 260- La multiplication par toute fonction arithmétique complétement addi-
tive () est une dérivation de I'anneau .A des fonction arithmétiques : soit 1 une fonction
arithmétique compléetement additive et f, g deux fonctions arithmétiques multiplica-
tives, alors

h-(f+g)=(h-f)*g+f*(h-g)

En prenant a = b = 1, on trouve D(1) = 0. Par récurrence, on a D(a") = na"'D(a)
pour tout n > 1 et cette égalité demeure pour n = 0.

Définition 261— Soit A une algébre et { , } une application bilinéaire de A*> dans A. Pour
tout a € A, on définit I'application adjointe associée a a par

ad(a) : A > A
b +— {a b}

L'application ad est une application linéaire de A dans l'espace vectoriel L(A) des endomor-
phismes linéaires de A.

Définition 262— Soit A une algébre et { , } une application bilinéaire de A*> dans A. Pour
tout a € A, on définit Uapplication adjointe étoile associée a a par

ad*(a) : A —> A
b — {b,a}.

Lapplication ad” est une application linéaire de A dans I’espace vectoriel L(A).

Remarque 263- Dire que { , } vérifie la loi de Leibniz est équivalent a dire que, pour
tout a € A, 'endomorphisme linéaire ad*(a) est une dérivation. Si le crochet est de plus
antisymétrique, dire que { , } vérifie la loi de Leibniz est aussi équivalent a dire que
I’endomorphisme linéaire ad(a) est une dérivation.

Soit { , } vérifiant la loi de Leibniz. On a donc {1,b} = 0 pour tout b € A puis si a
et b sont deux éléments de A et si n > 0 est un entier,

{a",b} = na" a,b).
On en déduit, si m > 0 que

{a",b™} = nma" ' b {a, b).

e. Une fonction arithmétique h est complétement additive si h(mn) = h(m) + h(n) pour tous entiers m
et n.
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On voit alors que
{a",a™} = 0. (A.11)
On a aussi {a"b,a™} = ma™""1{b,a} puis
{(a"b,a"c) = ma™ ™ L e{b, a} + na™ " b{a, ¢} + a" ™Mb, c. (A.12)
Enfin
{a"bP,a™ b1} = (mp — ng)a "1 pIPL D, a). (A.13)
Si P et Q sont deux polynomes de C[X,Y], on écrit

P= Z“”Xlw et Q= Zbi,jX’Yj.
i,j i,j

L’égalité (A.13) et la bilinéarité montrent alors que

{P(x,9),Q(x,9)} = J[P,Q](x, »){x, } (A.14)
ou J[P,Q] est le polynome

. . D 1 dP dQ dQ JP
_ E _ . i+p—-lyj+q-1 _ 7= 7% Y= "7
][P;Q] - iqu(lq p])al,]bP;qX Y - aX ()Y aX 3Y

C’est donc le déterminant du jacobien de l'application (x,y) — (P(x,v), Q(x,v)).

Remarque 264- Le lecteur vérifiera aisément que l'application (P,Q) — J[P,Q] de
K[X, Y]xK[X, Y] dans K[X, Y] est un crochet de Poisson sur K[X, Y]. Munie de ce crochet,
I’algebre de Poisson C[X, Y] est appelée algébre de Poisson-Weyl a deux indéterminées.
L'algebre de Poisson-Weyl a 21 indéterminées est 'agebre C[Xy,...,X,;, Yy,...,Y,] munie
du crochet

=~ JP dQ 9JQ IP
(pqp=) F-2 92 L

Une algebre A sur un corps K est dite de type fini s’il existe un nombre fini ey, ...,¢,
d’éléments distincts de A tels que, pour tout élément de A, il existe un polynéme
de K[Xj,...,X,] vérifiant a = P(ey,...,e,). On dit que A est de type fini engendrée par
{e1,...,e,}. On va généraliser 1’égalité (A.14). Pour cela, on définit

[P, - T =
JilP.Ql dX; dX;  IX; X
pour tous polynomes P et Q de K[Xy,...,X,].

Lemme 265— Soit A est une algébre de type fini sur K engendrée par {ey,...,e,}. On
suppose A munie d’une application bilinéaire antisymétrique { , }de Ax A dans A vérifiant
la loi de Leibniz. Soit P et Q deux polynomes de K[Xy,...,X,,]. Alors

{Pler,...,en), Qleq,....en)} = Z ]ij[PlQ](ell""en){eirej}'

1<i<j<n
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Remarque 266- La donnée d’une suite ({ei,ej}) d’éléments de A ne conduit pas

1<i<j<n
nécessairement a un crochet de Poisson. Il faut e]n effet vérifier 'identité de Jacobi
qui nest ni utilisée ni vérifiée dans la démonstration du lemme 265. Si en revanche
I’algebre est isomorphe a K[X, Y], alors 'identité de Jacobi est toujours vérifiée. Ceci
est démontré a la remarque 269.

Démonstmtion du lemme 265. Par linéarité, il suffit de démontrer le résultat pour P =
X! L XietQ= X” X

On commence par étudier le cas ou P = Xf{ . X;” et Q =X, pourae{2,...,n}. Par
la loi de Leibniz on a

i i ip( dgsr i i—1 g4 i
{ea“ .. 'erf:ea—l} = e;{e;_:l .. 'enn,ea_l} +l ea“ e{;—:l o 'erf{ear ea—l}'

Par réitération, on en tire

i
feiremveart =) il [ | tejean)
j=a k=a
k#j
c’est-a-dire
n i
. . aXa n
Zﬂ Zn
led ---en e, 1} = T (elr--'len){ej;ea—l}' (A.15)

]

j=a
On suppose ensuite P = le X;” et Q = X]f ...X{;”. Pour ¢ € {0,...,n — 1}, on note
P, = XZ” ¢ X0 et Q= X]” £ ...XJ". On note alors £(¢) I'égalité

{Pf(elr"'len)iQZ(ell"'!en)}: Z ]ij[Pert?](elf-"len){eirej}-

n—l<i<j<n

et on veut démontrer £(n—1). L'égalité £(0) est vraie pulsque {e,1 , ef{’} =0gracea (A.11).

Supposons avoir démontré £ (€ ) pour un entier € € {0,...,n—2}. Utilisant (A.12), on écrit
i — ]n -1 In—t- 1+]n -17 1 ]n ]n i 4 ir
fen—e s e”’en -1 en') = juc- len (-1 e, g enie, e engn)
i —(— +]i {— -1 lz i ]r —{ ]
— Iy lenn ¢ 11 e en’ 2 enn{enl ¢’ e, eu_-1}
ln—(—l"']n—(,’—l 11—€ ]71 4 ]n
T {en—€ e” 1€ n }

On utilise (A.15) et £(¢) pour écrire que {e:1 YRR el ei” YRE .ell} est égal &

n 1 in—(’ "'Xl”
§ . Ip—p1tjn-e-1= 1y ] é j n-_ n
]n—f—]X; o n— X 11— X ﬂT (el,...,en){ej;en—f—]}
j=n—C J

n . . . axjn 4 X]n
. L1 n—t-1— 1< ineg i n
- Z o1 X, p " X e X:«"T (e1,... en)lej ene-1}
j=n—€ ]
[ +jn—, i ] jr
sy (x,;_;_l1 X X, X .Xn’])(el,...,en){ei,e]'}.

n—{<i<j<n
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Cette quantité se réécrit

Z Jij[Prs1, Qer1ller, ... en)ei )

n—({+1)<i<j<n

car ]l-j[X;’“j?_ll ---XZ,Z",XQ’_’?I co- XJ"] vaut

in—f— +jrl—€— In i jn—f jn
Xn—€—11 IIi]'[Xnn—eZ'"XYZI’XH—Z"'X” ]

sin—-{<i<j<net

jrl—f j;z
;oxit . x

. o1t jn—e-1—1~ iy, "
ln—Kflxrrfé,ll ! X,ffg"'Xn X
i
. . . . -t . Xin
: g1 jn-e-1= 1 fn-c Jn 2 n=C n
_]nffflxnn,g,l 1 Xn,,g"'xnl X,
]
sin—¢—1=i<j<n. On termine alors par réitération de £ € {0,...,n —2}. O

Le lemme suivant sera utile pour étudier l'identité de Jacobi.

Lemme 267— Soit A est une algébre de type fini engendrée par {ey,...,e,}. Si D est une
dérivation sur A telle que D(e;) = 0 pour tout i € {1,...,n} alors D = 0.

Démonstration. Soit iy,...,1, des entiers naturels. On a

n n

D He;j = an’ije;j_lD(ej)He;(k =0.
i=

i=1 k=1
/ k=j

Par linéarité, on a enfin D(a) = 0 puis tout a € A. O

Proposition 268— Soit A une algébre de type fini engendrée par € = {ey,...,e,}. Soit
{, }une application bilinéaire antisymétrique de A> dans A vérifiant la loi de Leibniz. On
suppose que l'identité de Jacobi est vérifiée pour les éléments de £. Alors A munie de { , }
est une algebre de Poisson.

Démonstration. Pour tout (u,v) € A, on définit 'endomorphisme linéaire

Rlu,v] : A — A
w b {u,{v,w}}+{v,{w ul}+{w,{u,v}}.

Grace a la loi de Leibniz, on a
{u, {fv,ww’}} ={u, {v,whw' + {u,wv,w} + {u, {v,w'}}w+ {u, wiv, v’}

puis
(v, {ww’,ul} ={v,{w, ul}w+ {v,wHw', u} + {v, {w, u}} W’ + {v,w'Hw, u}
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et enfin
{ww’, {u,v}} = {w,{u,v}}w +{w, {u,v}}w.

On a donc

Rlu, v](ww’) = ({u, {v, wh} + {v, {w, u}} + {w, {u, v}}) w’
(o0} + (o, ) )} + (0, (i, v} w
+(fu, ') + (W', ul) v, wh + ((u, wh + {w, ul) {v, w'}
= R[u,v](w)w” + R[u,v](w’)w.

L'endomorphisme linéaire R[u,v] est donc une dérivation. Par hypothese, pour tout
(u,v) e E2, cette dérivation s’annule sur £. Grace au lemme 267, elle s’annule donc sur
A. Puisque R[u,v](w) = R[w, u](v), on a donc

Ywe A Vve& Yuel Rlw,u](v)=0.

L'endomorphisme linéaire R[w, u] est alors une dérivation qui s’annule sur £ et donc
sur A. Puisque R[w, u#](v) = R[v,w](u), on en déduit

Yve A, VYwe A Yuel Rlv,w](u)=0.

L'endomorphisme linéaire R[v, w] est alors une dérivation qui s’annule sur £ et donc
sur A. On a donc R[v,w](u) = 0 pour tous u, v et w dans A ce qui est I'identité de
Jacobi. O

Remarque 269- Soit A est une algebre de type fini a deux générateurs x et y. On
suppose que A est munie d’une application bilinéaire antisymétrique { , } de Ax A
dans A vérifiant la loi de Leibniz. Alors, cette application vérifie I'identité de Jacobi et
A est une algebre de Poisson. En effet, grace a la proposition 268, il suffit de vérifier

e+ o+ {yx} =0

et
ooyl +{p o)+ {x {y xh = 0

ce qui est conséquence immédiate de 'antisymétrie.

Exemple 270- Soit P € C[X,Y]. On définit une structure de Poisson sur l’algebre
C[X,Y], en posant {X, Y} = P. Ceci détermine en effet une application bilinéaire antisy-
métrique satisfaisant la loi de Leibniz:

{F,G} =]J[F,GJP.

Cette application vérifie I'identité de Jacobi d’apres la remarque 269.
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Exemple 271-Soit { , } une application bilinéaire antisymétrique de K[X,Y, Z] satis-
faisant a la loi de Leibniz. Le lemme 265 implique

{F, G} =J15[F, GI{X, Z} + Jo3[F, GI{Y, Z} + J1o[F, GH{X, Y}.
pour tous polyndomes F et G de K[X,Y,Z]. On note P, Q et R les polyndomes définis par
IX,Y)=R, {Y,Z}=P et {ZX}=Q. (A.16)
Par ce qui précede, l'application bilinéaire
{F,G} = —J13[F, G]Q +]3[F, G]P + J12[F, G]R

détermine un crochet de Poisson si et seulement si elle vérifie I’'identité de Jacobi. Grace
a la loi de Leibniz et a la bilinéarité, I’identité de Jacobi est vérifiée si et seulement si

{XAY, ZY} +{Y AZ, X} +{Z,{X, Y}} = 0.

Cette derniere égalité est vérifiée si et seulement si

= (Ji3[X, P]+J13[Y, Q] +J13[Z, R]) Q + (J12[X, P] + J12[Y, Q] + J12[Z,R])) R
+ (Jo3[X, P] +J23[Y, Q] +J23[Z,R]) P = 0.
On définit le rotationel de (P, Q,R) par

(R 0Q 9P OR 9Q P
ROt(P,Q,R)— W—ﬁ,ﬁ—ﬁ,&—ﬁ .

Les données (A.16) définissent donc un crochet de Poisson si et seulement si
Rot(P,Q,R).(P,Q,R) = 0.

Un isomorphisme entre deux algebres qui portent une structure de Poisson peut
transporter les structures de Poisson. Plus précisément, on fait la définition suivante.

Définition 272— Soit A et B deux algebres. On suppose A munie d’un crochet de Poisson
{ , }a et Bmunie d’'un crochet de Poisson { , }g. Un isomorphisme d’algébres ¢: A — B
est appelé isomorphisme de Poisson si, pour tous x et y dans A on a

e({x,pia) = {o(x), 9(¥)}3-
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Compléements d’analyse

Applications conformes

Définition 273— Une application entre deux ouverts de C est conforme si elle est holo-
morphe et bijective.

L’intérét essentiel des applications conformes est le résultat suivant.
Théoreme 274— Une application conforme admet une fonction réciproque holomorphe.

La preuve repose sur le théoreme de l'application ouverte, le théoreme des fonctions
implicites et le critére d’effacement des singularités de Riemann. Les détails sont
disponibles dans [12, IV.4], [15, VIII.1.3 et VIII.2.5, théoréme 7] ou [41, Chapter 8,
Proposition 1].

Développement de Fourier complexe

L’application e: z — exp(2imz) envoie le demi-plan de Poincaré H sur le disque
unité épointé D(0,1) := {g € C: 0 < |g| < 1}. Cette application n’est évidemment pas
bijective puisqu’elle est périodique de période 1 mais c’est la seule obstruction: sa
restriction a la bande verticale B := {z € H: 0 < Rez < 1} est bijective ), On note ¢ la
réciproque de ¢g. Naturellement on aurait pu choisir n'importe quelle bande verticale
de largeur 1 a la place de B. On particulier, si B’ := {z € H: —1/2 < Rez < 1/2}, on
note P la réciproque de ep.

Soit f: H — C une fonction holomorphe périodique de période 1. On pose f = f o
et f = fo.SizeH alors

f(2)=f (z—|Re(2)]) = f (e(z - [Re(2)])) = f (*'™).

a. Remarquer que B n’est pas un ouvert de C.

157
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De méme, apres avoir défini

) 1
[x] six—|x]|e [0’5[
<X> = 1
[x]+1 six—LxJe[E,l[

pour tout réel x a-t-on
f(2) = f(z—(Re(2))) = f (e(z - (Re(2)))) = f (™).
La restriction de e a I'intérieur B de B est holomorphe et bijective donc conforme

(voir I'annexe B.1). Puisque I'image de ¢ est D(0,1)\ R* on en déduit que PIB(0,1)\R*

est holomorphe et donc que f est holomorphe sur D(0,1) \ R*. De la méme facon, f est

holomorphe sur D(0,1) \ R™. Montrons maintenant que f est holomorphe en tout point
de D(0,1)NR*. Si g € D(0,1) alors exp (2imp(q)) = q = exp (2imP(q)) donc p(q)-P(q) € Z
puis f (@(g)) = f (P(g)). Il en résulte que fet fco'l'ncident au voisinage de tout point de
D(0,1) NR*. Puisque ]?est holomorphe au voisinage de tout point de D(0,1) N R* on
en déduit que f est holomorphe en ces points. On a donc démontré le résultat suivant.

Lemme 275— Soit f: H — C une fonction holomorphe et périodique de période 1. 1l existe
une fonction f: D(0,1) — C holomorphe telle que f(z) = f (ezmz) pour tout z € H.

Puisque la fonction fadmet un développement de Laurent
+0o0
flo=) Fflmg"
n=—00
normalement convergent sur tout compact de IOD(O, 1), on obtient le résultat suivant.

Théoreme 276— Soit f: H — C une fonction holomorphe périodique de période 1. Elle
admet un développement de Fourier

+00
fl2)= ") Flme=
n=-—o00
normalement convergent sur tout compact de 'H.

En appliquant le théoréme des résidus a f, on trouve

7 ;LJ f@) g, - (" ey
C(0,r)

flm)= 2im n g1 o r"e(nx)

pour tout n € Z et tout r €]0, 1[. Ecrivant r = e7>™ et z = x + iy on tire

—_ 1 .
Fl= | farem=as
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—

ce qui justifie la notation (f(n) est la valeur en n de la transformée de Fourier de f).
En choisissant y = 1/2, on voit qu’il existe une C > 0 tel que

F(n) < Ce™
pour tout n € Z.

Remarque 277- On trouve dans [16, VII.4.17] une démonstration de ce résultat a partie
de la théorie de Fourier des fonctions de la variable réelle.

Logarithmes complexes

B.3.1) Détermination principale du logarithme

Soit
S={weC: —n<Imw<m}.

Lapplication
expg + S —»
w — exp(w)

est bijective. L'injectivité résulte de 1’égalité:
exp(w) = exp(w’) = w-w’ € 2inZ
et la surjectivité résulte de I’écriture polaire des nombres complexes non nuls:
rexp(i0) = exp (log(r) +10).
On note log la réciproque de expg.

Propriété-définition 278— Il existe une unique fonction, appelée détermination princi-
pale du logarithme
log: C*—>C
qui vérifie les propriétés
i) exp(logz)=z;
ii) —mt <Imlogz < m.

Remarque 279- Grace a l'unicité, la restriction de log a R** est le logarithme Neperien
habituel. Cela justifie la notation la notation.

On note argz la détermination principale de I'argument de z: c’est I'unique réel de
| -1, 7] tel que z = |z|exp(iargz). On déduit de la relation

exp(log|z| +iargz) = |z|exp(iarg(z)) = z

la
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Proposition 280—-Size€ C' ona
logz =log|z| +iargz

autrement dit,
Relogz =log|z|, Imlogz=argz.

Remarque 281- Si z € C*, on note k, 'unique entier tel que —1t < Im(z) + 2k, 7t < 1. On
a alors logexp(z) = z + 2ik,m.

Remarque 282- La propriété
V(a,b) € (R™)?, log(ab) = loga +logb

ne s’étend pas a C*. Ainsi

logli(i—1)] = %10g2—i?%(

et
1 5
logi+log(i—1)= Elog2+izn.

Le lemme suivant donne le « défaut d’angle ». Le lecteur le démontrera aisément en
«ramenant » la somme des angles dans l'intervalles | — 1, t].

Lemme 283— Si a et b sont deux complexes non nuls,
log(ab) =loga+logb + 2ittk(a,b)

avec
-1 sim<arga+argh<2m;
k(a,b) =40 si—-m<arga+argh<m;

1 si-2m<arga+argh<-m

La fonction log est discontinue en tout point de R*". Si a € R*7, on voit la discontinuité
en a en considérant les suites

2, = |a|exp[(n _ %)1] et w, = |a|exp[—(n _ %)1]

Ona lim z, = lim w, = —|a| = a mais
1—>+00 n—-+co

. . 1), .
nl_l)l}rloologzn =logla| + nl_l)r{loo(n - E)l =logla| + i = log(a)
et

: . 1). . :
nlirpwlog w,, = logla| + nlirflw(—n + E)Z =logla| — i = log(a) - 2im.

Cependant, cette source de discontinuité est la seule comme on le montre dans la
proposition suivante.
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Proposition 284— La détermination principale du logarithme est continue sur C\ R™.

Démonstration. En partant de

2z cosarg(z) +isinarg(z)

2|
on obtient
Rez .
arg(z) = —arccos (|7) si—m<argz<0
Rez .
arg(z) = arccos (H) si0<argz <.
I
De plus, arg(z) est du signe de % Ainsi,
z

I
Signe(%)arccos(%) sizgR

On en déduit immédiatement la continuité de arg sur
{zeC: Imz>0} et {zeC: Imz<O0}

Soit z € R** et (z,),>0 une suite de C\ R~ de limite z. Alors, si z, ¢ R, on a

) ( Imz, ) ( Rez, )
Signe arccos

|zul |l

<

larg(z,)| =

Rezn)

|zl

arccos(

alors que arg(z,) = 0 si z,, € R**. Puisque

Rew
lim arccos( ") =arccos(1)=0
n—+00 |wn|

si w,, tend vers un réel strictement positif en ne prenant pas de valeur réelles, on obtient
que la limite de argz, est 0 = argz. O

Pour étudier I'’holomorphie du logarithme, on utilise le lemme suivant.

Lemme 285— Soit f: Q — C et g: Q" — C deux fonctions continues, QQ et Q" étant
des ouverts de C tels que f(Q) c Q. On suppose que g(f(z)) = z pour tout z € Q, que
g est holomorphe en f(a) et que g’ (f(a)) = 0. Alors f est holomorphe en a et que f’(a) =

1/¢’(f (a)).
Démonstration. De

g(f(2)
flz

|
=
2
oq
=
b

|
oq
=
2

)-¢(f@) flz
)~/

f(a) z—a z—-a
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on tire

flz)=fla) _ 1

z—a  g(fz)-¢g

flz)-f

Par continuité de f, si z tend vers a alors f(z) tend vers f(a) et, par holomorphie de g

8(f(z) -g(f(a)
f(z)=f(a)

En choisissant pour f la restriction de la détermination principale du logarithme a
C\ R~ et pour g la fonction exponentielle, on obtient le résultat suivant.

fla)’

a)

(
(

en f(a) le quotient tend vers g’(f(a)). On en déduit le résultat. O

Proposition 286— La détermination principale du logarithme est holomorphe sur C\ R~
et, pour tout ze€ C\R~, ona

1
log'(z) = —.
0g'(z) =~

Cette proposition implique que

Zdé

1 =| = B.1
0g(2) X (B.1)

pour tout z € C\ R™. En considérant le contour obtenu en recollant le segment [1,z],
un arc de cercle de centre 0 et de rayon |z| puis le segment [|z|, 1] (voir la figure ??)
on retrouve l’égalité

: . |Z|

Ficure B.1 —

J de =log|z| + iarg(z).
1 &

On peut alors donner un développement en série de log(1 —¢) qui confirme celui
déja connu pour le logarithme néperien sur R*.

Proposition 287— Pour tout q € C tel que |q| < 1, la détermination principale du loga-
rithme vérifie
+00

j
log(l—q)z—zq?

j=1
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Démonstration. La série converge normalement sur tout compact de D(0,1) = {g €
C: |g| < 1}. Elle y définit donc une fonction holomorphe S: g + S(g). Par ailleurs, la
proposition 286 implique que la fonction L: g — log(1 — g) est elle aussi holomorphe
sur D(0,1). Enfin, les fonctions S et L coincident sur I'intervalle réel [0, 1], qui contient
un point d’accumulation. Par le théoreme d’unicité du prolongement analytique, les
fonctions L et S sont donc égales de D(0, 1). O

Remarque 288- On peut aussi démontrer la proposition 287 en dérivant les deux
termes de l’égalités.

B.3.2) Racine carrée

Définition 289— On définit la fonction racine carrée par

v ¢ > C
z exp(%log(z)).

(V2) =2

et
V-lz| = ilz].

On déduit la proposition suivante de multiplicativité de la racine carrée de la définition
et du lemme 283.

Proposition 290— Pour tous complexes non nuls a et b on a

Vab 1 si-m<arg(a)+arg(b) <m
-1 sinon.

vavh

B.3.3) Détermination holomorphe du logarithme d’une fonction

Proposition 291— Soit QO un domaine élémentaire®) Soit f: QO — C une fonction
holomorphe sur Q) qui ne s’annule pas. Soit zq € Q). Il existe une fonction holomorphe
Log f: Q — C telle que

exp(Log f(2)) = f(2)
pour tout z € () et
Log f(z9) =1log f ().

La fonction Log f s'appelle une détermination holomorphe du logarithme de f.

b. Par exemple un ouvert étoilé.
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Démonstration. Puisque f ne s’annule pas, la fonction f’/f est holomorphe sur Q.
L'ensemble () est un domaine élémentaire donc f’/f admet une primitive. Soit h
définie par

_(*f
hz) = f e

pour tout z € Q. La valeur de h(z) ne dépend pas du chemin de () choisi pour relier z
a z et h(zy) = 0. Soit
exp (h(z))

On a g’(z) = 0 donc g est constante sur Q. Soit C tel que exp (h(z)) = Cf(z) pour tout
z € Q). En évaluant en zy, on a C = 1/f(z) et donc

exp (h(z) +1og f(29)) = f(2)
pour tout z € (3. On pose Log f = h(z) +log f (zg). O]

Exemple 292- On suppose qu’il existe un intervalle ouvert I contenu dans () tel que
f(z) € R*™ pour tout z € 1. Soit z; € I, on a alors log f(zg) = In f(zy) et on choisit
Log f une détermination holomorphe du logarithme de f sur () telle que Log f(zy) =
In(f(zg)). Si z €1, alors f(z) € R™ et donc exp(In f(z)) = f(z). Il existe donc k: I - Z
tel que Log f(z) =In f(z) + 2imk(z) pour tout z € I. Par continuité, k est constante et par
évaluation en z = z, la fonction k est nulle. La fonction Log f coincide donc avec In f
sur I. C’est donc I'unique prolongement holomorphe deInf a I.

Nombres de Bernoulli

On définit les nombres de Bernoulli {B,} par le développement en série entiére (¢)

¢ _+ooB tn
et —1 _Z "l
n=0

En partant de

et en utilisant alors

. Z_ .. .
c. La fonction z — £ L est holomorphe et non nulle au voisinage de 0. Son inverse z =1 est donc

holomorphe au voisinage de 0 et donc développable en série entiére au voisinage de 0. On se place sur ce
voisinage dans les calculs suivants.
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on obtient
k
k+1
Z( - )Bn -0
n
n=0

pour tout entier k > 1. Ainsi, par récurrence, les nombres de Bernoulli sont des ra-
tionnels. Ona By =1 et B; = et par parité de la fonction t — t L —1+ %, on voit
que si n > 3 est impair, alors B = 0.

k 0| 1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
B, |1 | -1 | 1| _1 | 1L |_1 |5 |_69 | 7 | _36l7 | 43867 | _174611
k 2| 6 30 | 22 30 | 66 2730 | 6 510 798 330

On va montrer que les nombres de Bernoulli permettent de calculer les valeurs de la
fonction C aux entiers pairs. La formule d’Euler est

1 1 1
Ttcotan(mz) = — + +
( ) Z mZ_l'(Z-f—m z—m)

la convergence étant normale sur tout compact du disque unité ouvert ne contenant pas
0 (voir 'annexe B.11). Pour tout z de norme strictement inférieure a 1, elle implique

+00 2
2z
mzcotan(mz) =1+ > -
L=z —m

+00 22 1
—1-2Yy .
Z4mz 1 —(z/m)?

LS

m=1n=1
+00
=1-2 ZC(Zn)ZZ". (B.2)
n=1
En écrivant
2i
Tz cotan(mz) = exp(2lzTTZ) +imz=1+ Z ZHZZ” (B.3)
on a alors
o = (11 220 (B.4)
2(2m) 2" '

valable pour tout entier n > 1.
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k 2 4 6 8 10 12 14 16 18
(k) o | nt | m® mé !0 691712 27 l4 36177!° 438677!8
6 | 90 | 945 | 9450 | 93555 | 638512875 | 18243225 | 325641566250 | 38979295480125

Il résulte notament de 1’égalité (B.4) que B,,, > 0 si n est impair et B,, < 0 si n est pair
Puisque C(2n) tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini, on a aussi

2(2n)!
n+1
an ~ (—1) W (n - +OO).
En particulier, I’égalité
+00
t t"
el—1 ZB"E
n=0

est vraie dés que [t| < 2m.
Les nombres de Bernoulli permettent le calcul des sommes de puissances d’entiers

Proposition 293 (Formule de Faulhaber)— Soit m > 0 et n > 1 deux entiers. Alors,

5 e

Démonstration de la proposition 293. On veut évaluer

m+1

m+1
Z( -

m+1

n-1
S, (1) = Zk’”.
k=0
Pour cela, on introduit la série génératrice exponentielle de cette quantité
+00
tm
S[nl(t) = )_Suln) 5.
m=0 )
Puisque |S,,(n)| < n*1, cette série a un rayon de convergence non nul. On a
+00 fm -1 n—1 +oo kt)m n—1 nt _q
s _ kt _ €
S[l(t) Z lZ, m! € Toet—1
=0 k=0 k=0 m=0 k=0
Ainsi,
+00 t€
_ nt
tS[n](t) = (e" - 1)2135Z (B.5)
=0
D’une part,
T tm+1
tS[n](t) = 1)S B.6
[)e) = )+ 1S () (B.6)
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m ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
1 1
1 2| 2
1 1 1
2 5 | 2| 2
1 1 1
3 O | 1 |2 1
1 1 1 1
4 3| 0 |3 |-2| 53
1 5 1 1
5 O 12| 0| 2|25
1 1 1 1 1
6 | 0|5 0| 3| -2]7
1 7 7 1| 1
7 Ol 2|0 -3z 0 | 5 |-2|s
1 2 7 2 1| 1
8 3| O | 5|0 |- 0 |35 |-3]53
3 1 7 3 1] 1
9 O l=2% 0] 2 |0 -0 |1 |32|D
5 1 5 1] 1
10 | 2o -3l o | 1]o|-1]|o0o|2|-1]4
. . 1
TasLE B.1 — Tableau des coefficients %H(m; )Bs1_e-
D’autre part,
> l a k
t (nt) t
nt — —
(e _1)ZB"Z_Z al ZBkk!
=0 a>1 k>0
el c—k
n
= €
Z Z(C_k)lkl k
c>1 k=0
-1
t¢ c c—k
c>1 k=
g+l m+1
— B m+1-k
(m+1)!Z( k )
m>0 k=0
tm+1 ) m+1 V4
= B, i1-em. B.7
m>0 (=1

On obtient le résultat par report de (B.6) et (B.7) dans (B.5). O
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Remarque 294- La preuve donnée n'utilise que des méthodes usuelles de la combina-
toire. Le lecteur voulant en savoir plus peut consulter [1] ou [49].

Fonctions de Bernoulli

A l'annexe B.4, on a définit les nombres de Bernoulli par le développement en série

y +00 ya
ey -1 - Z(;BO‘J
o=

En multipliant ce développement par

+00 xﬁyﬁ
ey = E '
= P

on obtient

On pose
— (r
by(x) = ( )B,_ﬁxﬁ.
p=0 P

Puisque Byy,; = 0si k > 1, le polyndme b, (x) + rx"~1/2 est pair si r est pair et impair
si r est impair. De l'égalité

+o00 r xy
y _ Ye
) b7y = S (B.8)
r=0
on déduit
T r (1- x)y =XV
y e ye
Zbr(l_x)ﬁ_ ey—-1  e¥v-1 Zb
r=0
d’ou

by (1 —x) = (=1)"by(x). (B.9)

La fonction de Bernoulli d’ordre r est la fonction B,, périodique de période 1 qui
coincide avec b, sur [0,1[. Si {x} est la partie fractionnaire de x, c’est-a-dire le réel
de [0,1[ défini par

x =|x]|+{x}
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n B, (x)
0 1
1 x—%
2 x2—x+1
3 x3—%x2+%x
4 xt—2x3 4 x2 -
5 X0 —3xt 4+ 3x3 - Ix
6 x6 =35+ 3xt - 12+
7 X —Ix0+ Ix5 - Zx3 4+ Lx
8 x84+ a0~ Tt 4 307 — 5
9 xg—%x8+6x7—%x5+2x3—%x
10 xlo—5x9+%ch—7x6+5x4—%x2+6—56

TasLE B.2 — Premiers polynomes de Bernoulli.

alors

La fonction By est la fonction constante égale a 1 et le nombre de Bernoulli B, est
la valeur B,(0).

La fonction By est continue sur R\ Z mais en aucun point entier. En dérivant par
rapport a x 1’égalité (B.8) on montre que

BJ(x) = rB, 4 (x) (B.10)

sur R\ Z. On en déduit que si r > 2, la fonction B, est C*® sur R\ Z et C"~2 sur R.
Soit x €]0,1[, en utilisant (B.9) on obtient

B,(=x) = B,(1 - x) = b,(1 - x) = (=1)"b,(x) = (=1)"B, ().
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o

‘ ‘
2 A5 1 p5 5 1 5 2
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0.2f 15 | -1 | -05 05 ] 1\ 15 ] 2
-0.4f 05p
(a) Fonction By (b) Fonction B,
0.03
0.04f
0.02f
0.02 o1k
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
,
— - e G 2 [ 15| 1] 05 05 | 1 [ 15| 2
001}
0.2
0.0
(c) Fonction B3 (d) Fonction By

Ficure B.2 — Fonctions de Bernoulli

Si r est pair, cette relation reste évidemment vraie pour x = 0. Si r > 3 est impair, cette

relation reste vraie si x = 0 car B,(0) = B, = 0. On en déduit que la fonction B, est paire

si r est pair, impaire si r > 3 est impair et que la restriction de B; a R\ Z est impaire.
Enfin, en intégrant (B.8) sur [0,1], on montre que

1
j B,(x)dx =0.
0

Les fonctions B, étant périodiques et C* au voisinage de tout point de continuité
elles sont égales a leur développement de Fourier en tout point de continuité et ces
développements sont uniformément convergent sut tout intervalle fermé constitué de
points de continuité. On peut alors démontrer la proposition suivante.

Proposition 295— Les développements de Fourier

+00

-l 2(2r)! cos(2mnx)
Bar) = (1™ G L
et 4
| o .
Bara1(x) = (-1)"" 2((227:);2 ) Smn(z?? 9

n=1
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sont valides pour tout x € R\Z si 2r+1 =1 et x € R sinon. Ils sont uniformément convergent
sur tout compact de R\ Z si 2r +1 =1 et normalement convergent sur R sinon.

Démonstration. La fonction By étant impair sur R\ Z, son développement de Fourier
est

+00
ch'l sin(2mnx)
n=1

sur R\ Z avec

1 1

(t— l)sin(zmt)dt S
2 T

1
Cpp = 2J- By (t)sin(2mnt)dt = ZJ
0 0

On en déduit le résultat pour B;. La fonction B, est pair sur R et elle s’annule en 0, on
a donc

+00

B,(x) = ch,z cos(2mnx)

n=1
sur R\ Z avec
1

1
1 1
Crp = 2f B, (t)cos(2mnt)dt = 2j (t2 . —)cos(2nnt)dt =
0 0 6 N

On en déduit le résultat pour B,. Enfin, pour tout r >1,on a

+00

Bori1(x) = ch,2r+l sin(2mnx)

n=1
et

+00
By a(x) = ch,2r+2 cos(2mnx).

n=1

En dérivant (B.10), on déduit
_(2K”)2cn,r+2 =(r+2)(r+ L)cp, -

On en tire par récurrence

B 1 (2! B A(2r+1)!
Cnor = (1) W%z et ¢por1 =(-1) ch,l-

Le résultat découle alors des calculs précédent de ¢, ; et ¢, 5. O

Remarque 296- La proposition 295 peut aussi se démontrer en utilisant le théoreme

des résidus pour calculer
1 ze** dz

217 Jo(o,2k+1)m) € =1 27

et en faisant k — +o0. Cette méthode évite 'utilisation de tout résultat général sur la
convergence des séries de Fourier. (Voir [44, Exercice 1.0.1]).



p-172 Annexe B. Compléments d’analyse

En choisissant x = 0 dans le développement de Fourier de B,, (avec r > 1, on retrouve

w1 (210"
2(2m) "

qu’on a établie autrement en (B.4). En majorant |cos(2mnx)| par 1, on trouve aussi que

C(2n) =(-1) (B.11)

B2 (x)] < By |
pour tout réeel x.

Remarque 297- On peut aisément montrer que la famille de polynomes (b,),5( est la
seule a vérifier simultanément

bo(X) =1
by(x) = b, (x)

Jl b(x)dx=0 (r>1).
0

La formule de Poisson

Nous énongons la formule sommatoire de Poisson sous des hypotheses qui ne sont
pas les plus faibles. On trouve dans [44, Tome I, Théoréme 6.1] un énoncé avec des
hypotheses plus faibles.

Théoréme 298— Soit f une fonction continue sur R. On suppose que la série de fonctions
X ) ez f(x+n) converge normalement sur tout compact et que la série ), f (n) converge

absolument. Alors,
+00 +00
Y flxem= ) Flwerm
n=—oco

n=—oo

pour tout réel x. En particulier

f fn)= f fn).

n=-—o00

Démonstration. La fonction F(x) =) %  f(x+n) est continue et périodique de période
1. La convergence normale justifie I'interversion de la somme et de I'intégrale

F(m) = J:( i flx+ n))ezmmx dx = i Ll f(x +n)e ™ dy,

n=—oo n=—co

Il s’ensuit

. +oo n+1 5 5 +oo n+l 5
F(m) — j (x)e ITUmX ,=2iTmn 4, — f (x)e ITmx 4
> | S > | S

n=-—oo n=-—oo

= f £(x)e¥ ™ dx = f(m).
R
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Enfin I’hypotheése de convergence absolue de la série des coefficients de Fourier assure
que F est la somme de sa série de Fourier:

F(x): Z 217'(mx Z f 2inmx'

mM=—00 m=—oo

La formule sommatoire d’Abel

Théoréme 299— Soit (a,,) une suite complexe et @ une fonction C! sur [1,+co[. On pose

A(x) = Z a,.

1<n<x

Alors

X

D gl = AWgL - | Adwelu)du

1<n<x 1
Démonstration. On écrit

f u)du = Z a,¢’(u

1 1<n<u

- Y v

1<n<x

= A(x)p(x) - Z a,p(n).

1<n<x
O
Corollaire 300— On reprend les notations du théoréeme 299. On suppose que A(x)@(x)

tend vers 0 lorsque x tend vers I'infini et que les sommes et intégrales écrites convergent.
Alors

> almkon) == [ Alu)g/(u)d - Al

La formule sommatoire d’Euler Maclaurin

La formule d’Euler Mac Laurin permet la calcul d’asyptotique de sommes. Cette
formule s’exprime a 1’aide des nombres et polynomes de Bernoulli définis en an-
nexes B.4 et B.5.
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Théoréme 301— Soit a,b deux entiers et f une fonction Ck*! sur [a,b). Alors

+1

_1\k b
" <§<+1 i)! J Bit (1)f V() dr.

Démonstration. Grace a la formule sommatoire d’Abel (voir le théoréme 299) on a

Y = Y fo0- Y = o f@a- [ fena

a<n<b 1<n<b 1<n<a

a<n<b

On remplace | t] par t — {t} et on utilise

thf’(t)dt=f(b)b—f(a)a—J;bf(t)dt
Jf dt+j {t}f/()dt.

pour obtenir

a<n<b

Enfin {t} = By(t) — By donc

b
ff )t =By ((b)— £(a) + jBl(t)f’(t)dt-

a<n<b

C’est la formule d’Euler Maclaurin pour k = 0. Pour k > 0, on suppose

k r+1

a<n<b r=0

Par intégration par parties on a

’ k+1 I k+1
[ Braor® e = 5 [ Bar i

b
= 5 (B0 0 - Bl Ve - 1 [ B

Puisque a et b sont entiers,

Byi2(b) = Brya(a) = Bri2(0) = Byyo
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de sorte que

(-1)
(k+1)!

b
| Bt ar -

CU Bz ey gtk , U bek 0D (1) d.

(k +2)! (k+2) J, *F

L’égalité (B.12) est donc vraie en remplagant k par k + 1 et, par récurrence, elle est vraie

pour tout k > 0. O
Posons

1 r+1 +00B t dt
= +Xr+1 ) k+1()tkj-
Il résulte de l’égalité
oo dt 1 Bea(®)]™ 1 (™, dt  Bry [ dt
J; Bk+1(t)tk+2: k41 gkl +k+1Jn1 Bk”(t)tk721c+1+_£ Bk(t)tkT

1
que la quantité y(k) est indépendante de k. On la note y et on l'appelle constante d’Euler.
Le corollaire 302 ci-dessous montre que

N
1
-1 -1 .
Y= Nggoo[;n og(N)

n=

Corollaire 302— Pour tous entiers N>1etk>2ona

N
1 BZ] k)
Z—_IOgN'l")/'l' Z 2] m N2k

n=1

avec
Box

(il e [0, =],

Démonstration. La formule d’Euler-Maclaurin donne

2k-1

dt 1 N dt
Z f Zr+1( N’+1) L Bart) e

d’ou
N
1 1 Bz] 1 oo dt
;; _logN+y+m— . 12—]. W-FJN sz(t)m- (B.13)
= ]:

On termine avec la majoration |B,y(t)| < [Bol.
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On a par exemple

N
Z—:logN+y+
n:ln
1 1,1 1,1 L 691 (14
2N 12N2  120N4 252N¢  240N8 132N10  32760N!2 N4
avec
1
14)| < -.
e(14) < ¢

Remarque 303- Dans I’équation (B.13), la constante y est y(2k — 1) et (B.13) montre
que

N
v(2k-1)= lim [Z%—log(N) .

N—+oco
n=1

On en déduit de nouveau 'indépendance en k de y(2k —1). En appliquant I’'une ou
l'autre des preuves de cette indépendance, on peut montrer que

k
ff x)dx +y(f) + f +Zz—;' FE D () + Re(f)
j=

ou

y(f)=_lim [

N—+co

ﬁMz
=
=
|
—
Z
~
Ra¥
(oW
=
N ——

ne dépend pas de k et

1

—)jN Bax(£)f 2N (1) dt

Ri(f) = 2

dés lors que f et ses dérivées tendent vers 0 en I'infini ou que les dérivées de f sont L
sur R (voir [44, Exercice 1.0.4] ou [16, VI, §.18]).

Majorations d’intégrales trigonométriques

L'objet de cette annexe est de donner un résultat permettant la majoration d’inté-
grales trigonométriques, c’est-a-dire de la forme

b
[etrunar

Le premier résultat est un lemme nécessaire a la suite.
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Lemme 304— Soit f une fonction de classe C? sur I'intervalle |a,b[. On suppose que f’ et
f” sont de signe constant sur la, b| et que

m= inf[|f'|¢0.

la,
Alors,

1
<—
Tm

b
j e(f(1))dt

Remarque 305- Le théoréme reste valable si f est de classe C! sur Ja,b[ et si f’ est
monotone et de signe constant sur ]a, b[. Nous n’aurons pas besoin de cette relaxation
de I'hypotheése. Le lecteur intéressé lira la preuve dans [44, §1.6.2].

Démonstration. Par intégration par parties on a

b 1 Je(f] 1 (P e(f (1)
L e(f(t))dt—ﬂ[ f,(t) :|u+m.[l Wdt

b
j e(f(t)dt| <

de sorte que

27

1 1 Pl
S OMIZD *L e &

Notons s(f”) le signe (constant) de f”. Alors

byrr by
70 o () ] 1
[ Fa=sm ]| fpe =i - 7im)

Notons s(f’) le signe (constant) de f’, on a alors

b 1 1 o 1 1
J| cvonasa(zig e 7 0 - 71w )

On pose c=asi f’ et f” sont de méme signe et ¢ = b sinon. On a alors

27

SS(f’>(

2
<

2
[f(e)l = m

d’ou le résultat. O

2T <

b
f e(f(1)dt

Théoréme 306— Soit f une fonction de classe C* sur Uintervalle ]a,b[. On suppose que f”
est de signe constant sur la, b[ et que

Alors,




p-178 Annexe B. Compléments d’analyse

Démonstration. La fonction f” est de signe constant et est non nul car > 0. La fonction
f’ est donc strictement monotone et s’annule au plus une fois sur |a, .

I) On suppose que f’ ne s’annule pas.
1) On suppose que f” > 0.
a) On suppose f’ > 0. Pour tout 6 €]0,b —a[, on a

b a+d b
dx = d d
Le(f(x)) y j e(f(x) x+L+6e(f(x)) £

puis

<o+

b
| etronart

+0

b
j e (f(x)dx

De plus, pour tout x € [a+0,b[, on a

X

IF/(0)] = £/(x) = f_é Fryde+ flx-5)2 f_é 751650,

En appliquant le lemme 304 on trouve

1
S _
Trd

b
j e(f(x))dx

+0

puis

1
<o+ —.
soF Trd

b
f e(f(x))dx

b) On suppose f’ < 0. Pour tout 6 €]0,b—a[, on a

< + 0.

b-o
f e(f(x))dx

b
f e(f(x))dx

De plus, pour tout x €]a,b—9[, on a

xX+0 x+d
|f/(x)]=—f"(x) = J () dt - f(x+6) > f f">r5>0.

En appliquant le lemme 304 on trouve

1
<o+ —.
sot Trod

b
f e(f(x))dx

2) On suppose que f” < 0.
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a) On suppose f’ > 0. Pour tout 6 €]0,b —a[, on a

b-o
j e(f(x))dx

< + 0.

b
f e(f(x)dx

De plus, pour tout x €]a,b—9[, on a

x+0

X+0
|f' ()| = f(x) = J —f7(t)dt+ f(x+8) > j If”| > rd> 0.

X

En appliquant le lemme 304 on trouve

<o+

b
f e(f(x))dx

oy’

b) On suppose f’ < 0. Pour tout 6 €]0,b—a[, on a

<o+

b
| etrenart

+0

b
j (£ (x))dx

De plus, pour tout x €Ja+0,b[, on a
X X
Fwl=-rw= [ -rod-ra-az [ 1100
x—9 x—=0
En appliquant le lemme 304 on trouve

1
<o+ —.
soF Trod

b
j e(f(x))dx

IT) On suppose que f’ s’annule en c €]a, b[. Soit 8; <c—aet d, <b—c, alors

c—0;
f e(f(x))dx

Pour tout t €]a,c—01]U]c+ 0,,b], on a
th”(x)dx >r|t—C|>{r61 sitela,c—01];
c

rd, sit€]c+0,,b].
Puisque f’ est de signe constant sur |a,c—0;] et sur [c+ 0, b[, le lemme 304 donne

<01 +0+ +

b
| etrema

+62

b
f e(f(x))dx

|f'()| =

C—6] 1 b
e(f(x))dx| < et e(f(x))dx| < .
[ evmads e e | ] etrenas o
Finalement )
1
< .
L e(f (x))dx| Sy + 83+ o+
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p- 180

On note £ l'intégrale a évaluer. Dans le cas I), si < b—a, on choisit = — et on
VT VT

1
<25 sy
trouveﬁ_m Slﬁ_b a, alors

<b-a<—.
= 61_\/m

b
f (f(x)dx

e
3

et on trouve £ <

1 ) 1
Dans le cas II), si ——= < min(c—a, b —c), on choisit 0; =0y = —
" VT

1
Supposons — > max(c—a,b —c). Alors

r
b
f e(f(x)dx 2

S(b—c)+(c—a)§ﬁ.

1 1
Supposons ¢ —a < —— < b —c. On choisit alors 6, = \/—_ et on trouve
T

Tr
c+0,
f e(f(x))dx

+

b
f e(f(x))dx

+

b c
f e(f(x))dx| < f e(f(x))dx 6
Sc—a+62+%62

<

BIE
ﬂ.

1 1
Supposons b —c < — < ¢ —a. On choisit alors 0, = \/—_ et on trouve
T

r
b c—0; c b
Jetrenasts| [ et | [ etronas+| [ etrinas
< 1_(:61 +61 +b-c
3
< —
N
U

Produits infinis

N
Soit (u#,),en une suite de nombres complexes. Si la suite [I_[ un] admet une
nNeN

n=0

limite, on note
N
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et on dit que le produit ]_[ u, converge (Voir [14, IV.3]). La définition implique que si

neN
les produits ]_[ u, et ]_[vn convergent alors, le produit ]_[ u,v, converge et
neN neN neN
+00 +00 +00
]_[unvn = ]_Iun . ]_[vn.
n=0 n=0 n=0

Proposition 307— Soit (u,),cn une suite a valeurs complexes. On suppose que la série
Zlunl converge. Alors

nenN

1) le produit ]_I(l +u,) converge;
neN
2) ce produit est nul si et seulement s’il existe un entier n tel que 1 +u,, =0;

3) pour toute permutation ¢ de N le produit I_[ (1 + ug( )) converge et vaut ]_[ (1+u,)
neN n=0

Démonstration. 1) Pour montrer le premier point, on montre que la suite

N
(Pn)Nen = [H(l + Mn)]
NeN

n=0

satisfait au critere de Cauchy. Pour tout N, I'inégalité 1 + x < e* implique

ﬁ(l +uy,)| < exp[ilunl) < exp[ilud) =
n=0 n=1 n=0

Soit e €]0,C[ et N un entier tel que

+00
L
Vl:N0+1
SiM>N>Ng,ona
N M M
IPy; — Pyl = ]_[1+un ]_[ (1+u,)-1|<C ]_[ (1+1,)-1
n=0 n=N+1 n=N+1
Or,
M
[Tam-t| > [
n=N+1 IC{N+1,..,M} i€l
120
< 2] = [T -
C{N+1,..,M} i€l n=N+1

120



p- 182 Annexe B. Compléments d’analyse
donc
M M
[ -1 gexp[ Y |un|)_1gee/<2c>_1<6
n=N+1 n=N+1

2)

On a donc |Py; — Py| < e et 1a suite (Py)nen converge.
Au point précédent, on a montré [Py — Py | < KPy, (avec K=¢/C < 1). On en déduit

[Pyl > [P, | = [Pyt = P | > [P | = [Pyt = Py | > (1= K)|Pyy, .

En passant a la limite en M il vient

+00 Np
[ Ja+un|=a-x)] [+u
n=0 n=0

de sorte que si le produit infini s’annule, alors le produit fini de droite aussi et 'un
de ses termes est nul.

Le premier point appliqué a la suite (u(,))en implique la convergence du produit
permuté. Il reste a montré qu’il est égal au produit non permuté. Si M > N > N,
sont tels que {0,...,N} C {5(0),...,6(M)} (il suffit de prendre M assez grand) on a
comme précédemment

M N N
]_[1+u0 l_[1+u,1 ]_[1+u [exp[ Z |un|]—1]
=0 n=0 n=0 neE(M,N)
avec
E(M,N) = {0(0),...,a(M)}\{0,...,N}c{neN: n >N +1}.
Puisque

Y < Z ] < 55

neE(M,N) n=Ng+1

on a comme précédemment

exp[ Z Iunl]—l <z

neE(M,N)

puis

M N
]_[1+ug l_[1+u
n=0

On termine en prenant la limite en M puis en N:

+00 +00
H(l +u0(n))—]_[(1 +1/ln) <e
n=0 n=0

pour tout € > 0 de sorte que les deux produits sont égaux.
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On trouve dans [16, VI[.4.20] une preuve du théoreme suivant.

Théoréeme 308— Soit () un ouvert connexe de C et (u,),ecn une suite de fonctions holo-

morphes sur Q) différentes de la fonction constante égale a —1. Si la série de fonctions Zun

neN
converge normalement sur tout compact de () alors le produit

+00

f:I_[(1+un)

n=1

converge uniformément sur tout compact de Q. Il définit alors une fonction holomorphe sur
Q qui n’est pas la fonction constante nulle et, pour tout z € (),

Enfin, si f(z) = 0 alors

fi(2) _ Z" it(2)
f@ = L Tru@)
Remarque 309- La derniere formule de cette énoncé s’appelle la dérivée logarithmique
du produit définissant f.
Exemple 310- Montrons que le produit
+00
[ (1 . ) ]
1
définit une fonction entiere. Pour cela, il suffit de montrer que la série
+00 z )
Z[(l + —,)eZ/] - 1]
n=1 ]

converge normalement sur tout compact de C. Soit donc K un compact de C, il existe
C > 0 tel que pour tout z € K, on a |z| < C. En écrivant

+00

Ll

(L+we™ =1=) (-1)/(1-j)=,
=1 o
on trouve .
_ = i+l
(1 +u)e ”—1|§|u|22ﬁ|u|] < [uf?el
e
et donc )
1+E, e i1 sc—ec.
j n?

Cela implique la convergence normale de la somme.
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Formule d’Euler

Le but de cette partie est de démontrer la formule

+00

ncotan(nz)z%JrZ( L + L ) (B.14)
n=1

zZ+n z—n

valable pour tout z € C\ Z et normalement convergente sur tout compact de z € C\ Z.
On fixe z € C\ Z et on considere la fonction méromorphe

fo(w) = w(+_w)ncotan(nw).

Les poles sont les entiers et z. Tous les poles sont simples, sauf 0 qui est double.
SineZona

flnee)~ s
de sorte que
Res fo(w) = o
Par ailleurs,
1 1
fw)=—5+——+ol) w—0)

et donc

Res f,(w) = —mtcotan Ttz.
w=z

Pour tout N > |z| entier, on considere le chemin «(N) décrit par la figure B.3. La formule
des résidus conduit a

1 1 z
Ticotan Tz + ﬂLm)fz(w)dw =t Z TP
n=—N
n=0
Puisque
N z N z z N 1 1
Z« n(z—n) - Z«(n(z—n) - n(z+n)): Z(z+n - z—n)
n;;é\l n=1 n=1

le résultat annoncé résulte de

lim J f.(w)dw =0
a(N)

N—+o00
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N+1/2

IN —1/2 g F - N+1/2

_N-1/2

Figure B.3 — Chemin «(N)

ce qu'on démontre maintenant. La contribution verticale droite est

1 N+1/2 2
73 t N +1/2 +it)dt
2J-N1/2(N+1/2+it)(z—N—1/2—it)C0 anT (N +1/2 +it)

i N+1/2 z
T2 tanh(mt)dt.
2J_N—l/z (N+1/2+i)(N+1/2—z+if) " (1ct)

Ainsi,
|z|(2N +1)
N+1/2)(N+1/2—-Rez)
et | — 0 lorsque N — +o0o. De méme, la contribution verticale gauche tend vers 0
lorsque N tend vers +co car cette contribution est

i N+1/2 .
2 ij (N+1/2-it)(N+1/2+z—it) tanh(mt)dt.

I <
<5

La contribution horizontale haute est

20 ) N1 (uHi(N+1/2)) (z—u—i(N+1/2))

II = cotan (mtu + imt(N + 1/2))du.

Or, pour b > 1, on a

| |1 3 e—2b+2ia| 14 e2b
|cotan(a +ib)| = |1 +e-2b+2iu| = |1 —e‘2b| <

donc
(2N + 1)z

| <
(N+1/2)(N +1/2 - Imz)
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puis |II| — 0 lorsque N — +c0. De méme la contribution horizontale basse tend vers
0 lorsque N — +co car celle-ci vaut

2i ) N1 (u—i(N+1/2)) (z—u+i(N +1/2))

Fonctions B et ' d’Euler

La fonction I' est définie par

+00
[(z)= J e‘ttzg.
0 t

Elle définit une fonction holomorphe pour tout z tel que Rez > 0. On calcule aisément
['(1) = 1. Par intégration par parties, on a

cotan (mu —i(N + 1/2))du.

I(z+1)=12I(2) (B.15)
de sorte que si n > 1 est entier, on a I'(n) = (n — 1)L

Proposition 311- La fonction I admet un prolongement analytique sur C\ (=N). Les
entiers négatifs ou nuls sont des poles simples. Sin € N, on a

ResT(z) = (_1)11.

z=—n n!
Démonstration. La relation (B.15) implique pour tout entier n > 1 la relation

_ D(z+n+1)
1“(Z)_z(z+1)---(z+n)' (B.16)

Le membre de droite est holomorphe sur
{ze C\(-N): Rez>-n-1}

ou cette relation permet donc de définir un prolongement analytique de I'. Par unicité
du prolongement analytique, les prolongements analytiques obtenus pour chaque
valeur de n coincident sur leur domaines d’holomorphie. On obtient le prolongement a
C\ (-N) en prenant n de plus en plus grand. Enfin, I’équation (B.15) donne

I(1+e¢)

I(-n+e¢)= (cnte)(—n+lte)(e—1)

1
€

et on obtient le résidus de I' en —#n en faisant tendre ¢ vers 0. O
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La fonction B d’Euler est définie pour tous z et w complexes de partie réelle stric-
tement positive par

1
B(z, w) :J 711 —t)wldr (B.17)
0
/2
= 2f (sin0)** ! (cos 0)** 71 do (B.18)
0

la derniére expression étant conséquence du changement de variable t = sin? 0. Cette
intégrale apparait naturellement lors de I’étude du produit de fonctions I'. En effet,

_ J\+oo J\+<>o e_x_yxzydedZJ
Xy
— 4J+MJ —(u?+v? Zszwdudv
uv

= J e plztw er‘ (sin 0)%* 7! (cos 0)*“ "1 dO
0 0

;
d’ou l'on tire
I'(z)['(w)

Blz,w) = Fz+w)’

(B.19)

On peut aisément calculer la valeur de F(%)

Proposition 312— On a

Démonstration. En prenant z =w = % dans (B.19) on trouve

1\? 11
"(3) =pz3)
2 272
Puisque la fonction réelle continue x + I'(x) ne s’annule pas sur l'intervalle [1/4,1] et
est positive en 1, on en déduit
1 11
"(3)=\"(z2)
2 2°2

Enfin, I'expression (B.18) implique B( 5 2) =T O

On montre ensuite que la fonction I' ne s’annule pas. Pour cela, on utilise une
représentation de I' sous forme de produit infini. On commence par remarquer que

—]_[ z+7) _zexp[ [Z;—logn ]ﬁ(l+§)e‘zﬁ. (B.20)

j=1
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D’apres le corollaire 302, on a

= 1
. 1 _ vz
nl_1)m+ooexp[z[g ; logn||=e'".

j=1

L’exemple 310 montre quant-a-lui que le produit

+00
l_[(l + i)e‘zﬁ
]

j=1
définit une fonction entiére. On définit donc une fonction entiére par

—z N

. n .
lim — | |(z+])).
n—+oo Ml

j=0

Proposition 313 (Représentation de Gauss)— Pour tout nombre complexe z, on a

1 . n? .
T2~ alm r j_0<z+f)-

On donne une preuve tirée de [12, Chapter 4]. Elle repose sur le lemme de caractéri-
sation suivant. Une autre preuve peut étre lue dans [16, Chapitre V, §23]. Elle est basée
sur la convergence uniforme sur tout compact de R** de la suite de fonctions

xn
s—1 .

1-—-1] x si0<x<mn

X — n

0 six>mn

vers la fonction x — e *x571,

Lemme 314 (Théoréeme de Wieland)— Soit D un ouvert de C contenant la bande verticale
V={zeC: 1< Rez<2}. Soit f une fonction analytique sur D

a) bornée sur V

b) vérifiant f(z+ 1) =zf(z) pour tout z € D tel que z+1 € D.

Alors f admet un prolongement analytique a C\ (=IN) et

pour tout z € C\ (-N).

Démonstration. La proposition 311 n’utilise que I’équation fonctionnelle (B.15). Comme
pour I', la fonction f admet donc un prolongement analytique sur C\ (—N) et les entiers
négatifs ou nuls sont des poles simples de f, avec

Res f(n) = (1"

zZ=-n n

f(1)
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Considérons alors la fonction h analytique sur C\ (—N) définie par h(z) = f(z)—f(1)['(z).
On veut montrer que h est nulle. Puisque f et f(1)I' ont les mémes poles, aux mémes
ordres et mémes résidus en ces poles, la fonction & est entiére. Considérons alors la
fonction entiere H définie par H(z) = h(z)h(1 —z). On a

H(z + 1) = zh(z)h(-z) = —h(z)h(1 — z) = —H(z2).

Puisque H est bornée sur V (ainsi que le sont f et I'), on en déduit qu’elle est bornée
sur C. La fonction H étant entiere et bornée, elle est constante (théoreme de Liouville).
On a donc H(z) = h(0)h(1) = 0 car k(1) = 0. On en tire ) que h(z) = 0 pour tout z € C ou
h(1 —z) =0 pour tout z € C. Ainsi h est la fonction nulle ce qui termine la preuve. [

On peut remplacer I’hypothese de bornes par une hypothese de croissance exponen-
tielle [13]. Le lecteur consultera aussi avec profit le texte de Remmert sur le théoréme
de Wieland [33].

Démonstration de la proposition 313. On pose

et
F(z) = lim E,(z).

n—+00

On a vu que F est une fonction holomorphe sur C\ (-N) donc sur Rez > 0. De

nz

Fi(z+1)= F,(z)

z+n+1

on déduit F(z + 1) = zF(z). Enfin, si Re(z) > 0, on a
51
1,,Re(z) _
|E,(z)] < nln ]I_Ol —Re(z) ek F,(Rez).

On en déduit que |F(z)| < F(Rez) et donc, si 1 < Rez < 2, alors

|F(z)] £ max F(x).
x€[1,2]

Puisque F(1) =1, le théoreme de Wiedland implique F =T. O

Puisqu’on sait déja que I est holomorphe avec des poles simples en les entiers négatifs
ou nuls, on déduit de la représentation de Gauss le corollaire suivant.

d. Si f et g sont deux fonctions entiéres telles que fg = 0 alors f = 0 ou g = 0. En effet, si f n’est pas la
fonction nulle, on considére a tel que f(a) # 0. Par continuité, il existe une boule ouverte B de centre a
telle que f ne s’annule pas sur B. La fonction g est donc nulle sur la boule B. I'ensemble des zéros de g
n’est pas discret ce qui implique que g est la fonction nulle.
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Corollaire 315- La fonction T est entiere et s’annule d l'ordre 1 en les entiers négatifs ou

nul.

Remarque 316- En utilisant (B.20) et le corollaire 302, on trouve la représentation en

produit de Weierstrass:
1 +00 2 )
—:Z(ZYZ (1+_.)ez/]
I'(z) L] ]

j=1
pour tout z € C.

Remarque 317- La représentation de Gauss implique aussi que

I(z)! =T(z)"L.

Proposition 318 (Formule de Duplication de Legendre)—

r(f)r(“l): VL,

2 2 2z-1

Démonstration. En chosissant z = w dans (B.19), on trouve

Par ailleurs

/2 1 w2
B(w,w) = ZJ‘ (sinBcos0)*¥1de = s —[ (sin(20))2%"! do
0 0

— 1 " . 2w-1 de _ 1 /2 : 2w-1 de
= 221 . (sin(¢)) T w2 (sin(¢))

1 1
= 2wl B(W’E)'

Fw? 1 Ty
F(w) 22w-1 f(w+ %)

La formule de duplication de Legendre est obtenue en prenant w = z/2 puisque la
fonction I' ne s’annule pas. O

Ainsi,

On déduit alors le calcul suivant des valeurs de I' aux demi-entiers en chosissant
z = 2n dans la formule de duplication de Legendre.

Corollaire 319— Pour tout entier n >0, on a

cre 3)= g (z)
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Fonction confluente hypergéomeétrique

On donne dans cete partie les informations dont on a besoin sur la fonction hyper-
géométrique confluente. Il y aurait beaucoup plus de choses a dire sur les fonctions
hypergéométriques que le peu que nous disons ici. Le lecteur intéressé est invité a
consulter par exemple les ouvrages [39, 40, 31].

Siae CetnelN,on définit le n® symbole de Pochhammer de a par

(a)n:{l sin=0

a(a+1)---(a+n-1) sin>1.

Grace a l’équation (B.16), on a

méme si a+ 1 est un entier négatif grace a la proposition 311.
Siae CetceC\N (ou bien si a et ¢ sont entiers et vérifient ¢ < a < 0), on définit
la fonction confluente hypergéométrique associée a a et ¢ par

+00

B [f@=) o

n=0

Si u, est le terme général de cette série, on a

Upe1  Z a+n

Uy n+lc+n

d’ou l'on déduit qu’elle définit une fonction entiere de z et de a et une fonction ho-
lomorphe en ¢ sur C\ N.

Si a est un entier négatif ou nul, alors (a),, = 0 pour tout n > 1 —a. Il en résulte
qu’alors |F,; [‘;] (z) est un polyndme en z de degré —a.

On a la représentation intégrale suivante.

Proposition 320— Si Rec > Rea > 0, alors

1

F, [“] ®)= 5= J: 1911 — )T g,

Démonstration. Puisque Re(c—a) >0 et Rea>0,on a

a _ T(e) - I(n+a)z"
1Fy [c](z) “ T ;r(nm Pk

Grace a (B.19), on a donc

a 1 M z"
F H (z) = Saea %B(nm,c—a)m.
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En utilisant la définition de la fonction B d’Euler (B.17), on trouve

al 1 ! o z"
F — 1—t¢ c—a-1 tn+a—1_dt
! 1[6_(2) B(a,c—a)fo ( ) nZ—d n!

et donc

F _a:| (Z) — ; 1(1 _ t)c—u—l tu—lezt dt
il B(a,c—a) J, ’

On en déduit la formule de transformation de Kummer.

Corollaire 321 (Formule de transformation de Kummer)— Si ¢ n'est pas un entier

négatif alors
c—-a

1F1[i](2)=621F1[ ](—z).

a

Démonstration. Si Rec > Rea >0, le changement de variable t = 1 — u dans 'intégrale
de la proposition 320 conduit a

a c—a
F z)=¢e*F [ ] -z).
F =m0
Comme fonction de 4, les deux membres de cette égalité sont holomorphes sur C. Par
prolongement holomorphe, I’égalité est donc vraie pour tout a € C. Comme fonction

de c, les deux membres de cette égalité sont holomorphes sur C\ N. Par prolongement
holomorphe, 1'égalité est donc vraie pour tout a € C\ N O

Fonctions ] de Bessel

On définit pour v € N, la fonction ] de Bessel d’ordre v par

La série est normalement convergente sur tout compact de C et elle définit donc une
fonction entiere.

Lemme 322— Soit ve N et z € C. La fonction de Bessel ], est donnée par

v /2
) j cos (zcos 0)sin?” 0.d6.
0
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Démonstration. Le corollaire 319 conduit a

~ 1 z\V o 1 1\ (-1)" ,,
]V(Z)——l 1 (E) ZB(V+§,TI+E) (211)'2 (BZl)
F(—)F(v + = n=0

2 2
avec P

I'(p)L(q) Jn . 2p-1 2p-1

B(p,g)= ———=2 (sing@)P™" (cos)P d
(p,q) T(p+aq) . @) (cos ) ¢

(voir § B.12). On conclut en reportant cette expression intégrale dans (B.21). O

En utilisant

/2 v .
. Dy TC 2] -1
0=— | | _—
L - 23 ( 2j )
=1
on obtient une majoration de J,.

Corollaire 323— Pour tout entier v > 0 et tout réel x la fonction ], de Bessel vérifie

1 (|x]\"
s ()

Nous obtenons une autre majoration via une autre expression intégrale.

Lemme 324— Soit v e N et z € C. La fonction de Bessel ], est donnée par

Ju(z) = ;L cos(vO —zsin 0)do.

Démonstration. Le théoreme des résidus implique que

11 J et dE
(v+n)!  2imw C(0,p) Evin ¢

pour tout p > 0. La série définissant ], (z) peut donc étre réécrite

N I e

On suppose z réel strictement positif. En choisissant p = z/2 et en faisant le changement
de variable s = 2&/z, on obtient

1
2inJ,(z) :J sVt exp(z(s——))ds
C(0,1) 2 s
puis
2 o hid
21J,(z) = J g vO+izsin0 g0 — 2‘[ cos(vO —zsin0)doO.
0 0

Les deux membres extrémes de la derniere égalité définissent des fonctions entieres de
z, par prolongement holomorphe, 1’égalité est donc vraie pour tout complexe z. O
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Corollaire 325— Pour tout entier v > 0 et tout réel x la fonction de Bessel vérifie |J, (x)| < 1.

Les majorations des corollaires 323 et 325 montrent que

Y(v,x) e N*xR |]v(x)|Smin(1,%(|%|)v).

Les techniques de 'annexe B.9 permettent d’améliorer ce résultat.

Proposition 326— Pour tout entier v > 0 et tout réel x la fonction de Bessel vérifie

Iy x) Smin(c|x|—1/3, ! ( i ) )

avec C = 4(16/m)'/3.
Démonstration. On a

_1
21

21 1
Jy(x) L e(f(0))dO avec f(e)zﬂ(xsine—ve).

Pour tout A €]0,7/2[, on a

1 m-A 1 2m-A
M= [ eronaos - [ etronao
A 1 T+A 1 21
> . e(f(e))d9+ﬁ . e(f(@))d@-kﬁ zane(f(e))de'
D’une part, on remarque que
1 A 1 T+A 1 21 2A
ﬁfo elf(0)0+ 5 | e(f(@)d0+ 5 | e(f(o)d0|<

D’autre part, la fonction f est de classe C? sur JA, 7t~ A[ et sur |1+ A, 27t — A et elle est
constante sur chacun de ces intervalles. De plus,

. ” _ . i _ |X| .
st @)= dnf, |f7(O)] = 7 sinA.
On a donc
1 (A 412 o1 1 (A M2 o1

—J e(£(6))d6 A2 et —f e(f(8))d6 PEACH .

21 JA Vit sinA 21 Jr4a V1t sinA
On a alors 73

42 1 2 8 2
X< —- +—A< +—A.
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Si |x| > 128/7, on choisit A = (167%/|x|)"/3. On a alors 0 < A < 1/2 et on obtient
Iy (x)] < Clx| ™12

Si |x| £ 128/m, le corollaire 325 conduit a

x|/ 2/31-1/3 /3
|]v(x)|:|x|1/3”v( x)| < T[(471) Ix|77 < Clx|”

Lemme 327— Soit veN*, ze Cetc>0. Alors

~(z/2)Y cico z?\ dt
M) =55 | elt-g )

—100

Démonstration. La démonstration est tout a fait similaire au lemme 324. En remplagant
le contour C(0, p) par le contour R(X) comme a la figure B.4, on obtient

2im],(z J £V 1exp(5——£)dg (B.22)
B=-X+1iX c+iX=A
|
|
|
|
|
|
|
:
___________ 10 |
:
|
|
|
|
|
|
|
l
C=-X-iX c—iX=D

Ficure B.4 — Le contour R(X)

Si le résultat est démontré pour tout z € R, il 'est pour tout z € C par prolongement
analytique. On suppose donc z € R. La contribution du segment [A, B] vérifie

e e e
TRTREEE A M Sl B R TEERS O] A

< 1 ¢ z2%x d
< o _ooexp x_—4(x2+X2) X.
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c sz 0 22 c
.[mexp(x_M)dxs J-_ooexp(x(l - ﬁ))d)H—Jo e*dx

< JO exp (x(l —22))dx+ JC e*dx

00 0

la derniere inégalité étant vraie si X > 1. On en déduit

2
li -1 ( —Z—)d - 0.
X—1>r£1c>o [A,B](S exp E 457 (E
Puisque
f g1 (a Zz)dé f gv-1 (a Zz)dé
ex - — =- VTlex - —
[CD] P 4e [A,B] P 4¢
on a aussi
i -1 Gl PP
Xl—lg—loo [C’D]E exp(é_é‘!_é) A

La contribution du segment [B, C] vérifie

f £ lexp|& 2 dg <JX ! e X+ X dt
xp|& - — ——exp|[-X+——+
B PA722)9 = ) SXwinpt P 4(X2+12)
<26_X PXe 22X dr
X —_—
=x ), “Plaxzr )
2

_2e7X (1 z J
“xo+ ), FPA\X@rur) |
2€7X r1

< —ZZ d
=X J, exp @+ u

cette derniere inégalité étant vraie si X > 1. On en déduit que

2

: -v-1 _Z_ —
S [B,C]E eXp(é 4€)d£ >

Enfin
j”" 1 y z? ds
o (et OP T T LT

converge absolument. On a donc

2 c+ioco 2
i —v-1 2\ ae _z7) dt
Xl—lgloo R(X)E exp(a 4E)da - Lioo exp(t 4t) vl

On en déduit le résultat grace a (B.22).
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Remarque 328- La définition des fonctions de Bessel s’étend au fonction d’ordre v
complexe. On pourra consulter [48] pour plus d’informations sur ces fonctions. Le
lemme 327 par exemple demeure vrai mais, pour éviter le probleme de la non continuité
du logarithme il faut pour sa preuve remplacer le contour d’intégration de la figure B.4
par un contour d’intégration de type Hankel (voir le graphe B.5).

Ficure B.5 — Un contour de type Hankel

Une autre présentation de E,

On a vu que pour tout k > 4 les séries d’Eisenstein admettait le développement
de Fourier

2k +00
By(2)=1- % ch_l(n)e(nz).

k
n=1
On remarque que le membre de droite reste défini et normalement convergent sur tout
compact de H pour k = 2. On prend donc ce développement comme définition pour E,
et on montre que la fonction ainsi définie est bien DA/A. 1l suffit pour cela de montrer
que c’est une forme quasimodulaire de poids 2 et profondeur 1.

Théoréme 329— Si (‘Z 2) € SLy(Z) alors

6 c
im cz+d

az+b

(cz+d)—2E2( ): E,(z) +

cz+d

pour tout z € H.
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Démonstration. On définit

1 1
T(z):Z Z W et Tl(z):Z Z W

neZ mezZ meZ nez
n=0=>m=0 m=0=>n=0

Ces séries ne sont a priori pas absolument convergentes. On commence par démontrer
qu’elles convergent simplement. On introduit

H(Z):Z Z (mz+1n—1_mzl+n)

nez mezZ
ne{0,1}=>m=0

1 1
Hl(z):Z Z (mz+n—1_mz+n)

meZ nez
m=0=ne{0,1}

et

et on calcule ces séries. Si m =0, on a

Z( 1 _ 1 )—O
—\mz+n-1 mz+n -

ne

(c’est une série téléscopique) et si m = 0, alors

1 1
——):2.
n-1 n

nez\[0,1)
Ainsi Hy(z) = 2. La série H(z) vérifie

Hiz)= ZS(H) avec S(n) = Z (mz +1n -1 mzl+ n )

nez meZ
ne{0,1}=>m=0

Sine{0,1}alors

S(n) lu u ! !
== avec = -
z " " m+(n-1)/z m+n/z

La série définissant S(n) est donc absolument convergente et

S(n) = %[uo + i(um + u_m)].
m=1

La somme en m se réécrit

+00

1 1 1 1
le( m+(n-1)/z " -m+(n-1)/z _[m+n/z+ —m+n/z])'

m=
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Les deux termes entre crochets définissent des sommes absolument convergentes. Ainsi,

+00

1 1 1 1
S(H)Z;[(n_l)/z+Z(m+(n_1)/z+—m+(n—1)/z)}

111 &/ 1 1
_Z[n_/z+zlr(m+n/z+—m+n/z)]

et donc

S(n) = g [cotan n—1) Tm]

—cotan —
z

pour n > 2. Ensuite,

1 1 1 1 2 1 1
S(0)+5(1) = e ==
(0)+5(1) Zmz—l mz+ s Mz mz+1 zzla(m—l/z-i-—m—l/z)

m=0 m# m>

2T T
= ——cotan — + 2.
z z

On a alors
-1 +00 - i
H(z) = Zsm) - Z S(n)+S(0)+S(1) + ZS(n) =2-2 lim —cotan—
nez n=-—00 n=2 noee z z
z

On déduit ensuite des calculs de H(z) et H;(z) la convergence et la valeur de T(z) et
Ti(z). On a

1
Hl(z)_Tl(Z):Z Z (mz+n)2(mz+n—1)_1

meZ nez
m=0=ne{0,1}

1
:Z Z (mz+n)2(mz+n—1)_1'

meZ nez
m?+n?(n-1)%>=0

On compare la somme de droite a la série de terme général |mz +n|=>. Si z est dans un
compact, la preuve de la proposition 39 nous indique qu’il existe C > 0 tel que, pour
tous entiers m et n tels que (m, n) = (0,0) et (m,n) = (0,1),on a
1 C
<

(mz+m2(mz+n-1)| = (m2+ ) s (n =17

La série de terme général le membre de droite converge puisque pour n ¢ {0,1} il
est majoré par 2C(m? + n?)~¥? qui est le terme d’une série convergente d’aprés la
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preuve de la proposition 39. On en déduit la convergence abolue de H; — T} (et donc la
convergence de T;). De la méme fagon,

1
H(z)—T(z):—Z Z (mz+n)2(mz+n—l)+1

nez mezZ
m?+n?(n-1)%=0

converge absolument de sorte que T(z) converge et Hy — T; = T — H. On en tire
T(z)=Ti(z) - —.
() =Ti(z) - —
Comme dans la preuve de la proposition 40 on a

Er(z)=1-24 Zol(n)e(nz) = %Tl(z).
n=1

Or,

1 1 1
i (_;): Z Z (-m/z +n)? =2 Z« Z (=m + nz)? =2T(z)

mezZ nez mezZ nez
m=0=>n=0 m=0=>n=0
2iT
= 22Ty (z) - —.
4

On en déduit 6
E,,S=E, + —X(S
212 2t o (S)

et on a évidemment 6
E,[hT=E, + —X(T).
212 2t o (T)

Grace au lemme 117, on a pour toute matrice A et B de SL,(Z) I'implication
6 6 6
E2|2A = Ez + —X(A) et E2|2B = E2 + —X(B) = E2|2(AB) = Ez + —X(AB)
iT i iT
de sorte que S et T engendrant SL,(Z) on a
E)bA=E, + 6 X(A)
22A=Eat

pour toute matrice A de SL,(Z). O

Transformation de Mellin

Notons S; ’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur ]0, +oo[, dont toutes
les dérivées sont a décroissance rapide en l'infini et admettant un développement de
Laurent au voisinage de 0. Autrement dit, une fonction f est dans Sy si et seulement si
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1) pour tous n >0 et m > 0, pour tout M > 0, il existe C tel que

|f(”)(x)| <Cx™
six>M;
2) il existe N > 0, p > 0 et une suite (af(n))n>_N tels que f(x) = Sp(x)+Rp(x)si0<x<p
avec _1
Sr(x) = Z ag(n)x"
n=—N
et .
Ry(x) = Zaf(n)x”
n=0

cette série étant absolument convergente. Si N = 0, on convient que S¢ = 0. On note
vy le plus petit entier n tel que ag(n) = 0 et Ny = —min(vy, 0).
L'algebre S est stable par dérivation, et Ny = max(0, Ny +1).
L'intégrale
+00
fx)x~tdx
p/2

est normalement convergente sur tout compact de C grace a la décroissance rapide
de f. Elle définit donc une fonction entiere. Sur [0, p/2], la fonction Ry est continue

donc bornée. l'intégrale
p/2
J Rf(x)xsf1 dx
0

est donc normalement convergente sur tout compact de Res > 0. Enfin, I'intégrale

-1

0/2 p/2
S¢(x)dx = a (n)f x5 dy
J; f Z, f

n=—N 0

est normalement convergente sur tout compact de Res > N. Elle définit donc une
fonction holomorphe sur Res > N.

Définition 330- Soit f € Sy. On appelle transformée de Mellin de f, et on note I'[f] la
fonction de la variable complexe définie par :

+00

e = | fes

sur Res > Nf.

Par définition, la fonction I' d’Euler est donc la transformée de Mellin de la fonction
x — e~*. On sait (voir 'annexe B.12) que le fonction I' est holomorphe sur Res > 0 et
qu’elle se prolonge en une fonction méromorphe sur C avec comme poles des podles
simples aux entiers négatifs. Cette propriétés se généralise.
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Théoréme 331— Soit f € Sy. Sa transformée de Mellin admet un prolongement méro-
morphe sur C. Ses éventuels poles sont les entiers inférieurs d Ny. Ils sont simples et de
résidus
ResT[f]=ar(k
£ [f]=af(k)

SikSNf.

Remarque 332- En particulier, si f est C* en 0 (c’est-a-dire, si Ny = 0) alors I'[f] a ses
éventuels poles en les entiers négatifs et si —n < 0, alors

£(0)

R_%sl"[f] Tl

Démonstration du théoréme 331. On a déja vu que

+0o
s> fx)xstdx
p/2

est entiere. On a
p/2 @ 4 k+s
s—1 k Y
x)x* " tdx = > —_ (—)
0 f®) k+s\2
k=—N
si Res > N. Le membre de droite fournit un prolongement méromorphe du membre de
gauche dont les poles, situés en les entiers inférieurs a N sont de résidu a. O

Proposition 333—Si f € Sy et n > 1 alors

(="

s+1)---(s+n-1)

T = o CLf™)(s + ). (B.23)

Démonstration. Si f € Sy alors f(") € Sy avec
w (k+n
M (x) = n! k
F(x) = n! Z ( . )x
k=-N-n

au voisinage de 0*. Par intégration par parties, on a

+00 1 ~ l +00 , .
jo f(x)x dx_—SJ;) f(x)x*ds

pour tout s tel que Res >N + 1 puisqu’alors f(x)x° tend vers 0 lorsque x tend vers +co.
On a donc

TIfIs) =~ TIf Y+ 1)

Par prolongement holomorphe, ’égalité est vraie dés que s n’est pas un pole. Le résultat
s’obtient par réitération. O
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Le comportement a I'infini d’une transformée de Mellin est contr6lé grace au ré-
sultat suivant.

Proposition 334— Soit f € S(R™). Pour tout n € N et tous réels oy < o1 et ty >0, la
fonction

s> s"T[f](s)

est bornée sur
{seC: 0p <Res <oy, |Ims| > ty}.

Démonstration. Posons B = {s € C: 6y < Res < oy, |[Ims| > ty}. On choisit m > n de sorte
que og +m > 1. En utilisant (B.23), on a

(-1)"s"
(s+1)---(s+m—1)

S'TIFN(s) = - TL" (s +m).

Or, f(m) € S(R") donc, sis€B,on a
1 +00
|I‘[f(m)](s + m)| < ||f(m)||oof XM=l qy +f xCxortm=l gy
0 1
avec ¢ = |07 +n]+ 1. D’autre part,
(_1)msn
s(s+1)---(s+m—1

)‘—>0 (s € B, [Ims| — +o0).

On en déduit que
(-1)"s"

5 s(s+1)---(s+m—1)

est bornée sur B puis que s - s"T'[f](s) lest. O

Remarque 335-Si oy < o7 sont tels que [0y, 01] ne contient pas d’entier négatif, la
fonction
(_1)"’157’1

s s(s+1)---(s+m—1)

est continue sur o) < Res < 0y. La preuve de la proposition 334 montre alors que
st s"T[f](s)
est bornée sur {s € C: oy < Res < oy}.

On tire profit de la formule d’inversion de Fourier pour obtenir une formule d’in-
version de la transformée de Mellin [16, Chapter VII, théoréme 25], [42, Chapter
5, Theorem 1.9].
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Théoréme 336 (Inversion de Mellin)— Soit f € S(R™). Pour tout ¢ > 0 et tout x € R*, on
a

1 S
flx)= Lgszcrm(m

2iTt
Pour tout k € N, tout 0 €]—k—1,—k[ et tout xe R*, on a

Zf e Lgs_ T[£](s)x* ds.

Démonstration. Soit 0 >0 et t € R. Alors,

—1f J f X~ 1t J f e —1tudu

On pose f;(u) = f(e*)e’". Puisque f € S(R*) et 6 >0, 0n a f; € S(R). On a donc
I[f (o - 2imt) = F[f5](£)

ou F|[f,] désigne la transformée de Fourier de f,. Grace a la formule d’inversion de
Fourier, on obtient

[e]

folu) = J T[f](o - 2imt)e® ™ dt

—00

et donc

fle") = E Jw T[f](o +it)e O dp,

21 J_o

Posant x = e, on a donc

f9)= 5 | TR

2iTC

Soit k € N, on suppose maintenant ¢ €] —k — 1, —k[. L'intégrale

J T[f](s)x*ds
Res=0

converge absolument grace a la remarque 335. On utilise le théoréme des résidus sur le
rectangle délimité par ses sommets 1 +iT et 6 +iT. Puisque

_ ! -s
F)= 5 Ll If o ds
la formule
k f j
:Z x]+— TIf](s)x~*
i=0 Res=c
est conséquence de
lim T[f](s)x*ds=0.

T—+00 Jipms=+T
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Cette limite est une conséquence directe de la proposition 334 puisque

j T[f](s)x ds Cll—o)x”
Ims=+T

ct o,
<— | lu+iT[*du< 5
x° Js T

O]

Exemple 337- Puisque la fonction I d’Euler est la transformée de Mellin de x - e™7,

la formule d’inversion de Mellin conduit a I’égalité

1
e = — I(s)x~°ds
2im Res=0

valide pour tout x > 0 et tout ¢ > 0.



Annexe C

Compléments d’arithmetique

Compléments sur les fonctions arithmétiques

C.1.1) Compléments sur la fonction somme de diviseurs

La taille de oy(n) est majorée dans le lemme suivant.
Lemme 338— Pour tout € > 0, il existe C(e) > 0 tel que
op(n) < C(e)n*
pour tout entier n > 1.

Démonstration. On fixe ¢ > 0. Supposons d’abord que n = p¥ avec v > 1. On a alors

Or, log(n)/n® tend vers 0 quand n tend vers +co donc il existe Ny(¢) tel que, pour tout
n>Np(e) on a

logn < n®.
log2 cgr =1

En particulier, pour tout nombre premier p et tout entier v > 1 tels que p¥ > Ny(¢) on a
op (pY¥) < p*. Considérons maintenant un entier quelconque n. On écrit sa décomposi-
tion en facteurs premiers

n= ]—l pUr)

pln

puis n = nyn, ou n, contient les « grands facteurs premiers » de n,:

ny = ]_[ Pv”(n)~

pln
p*P">Ny(e)

206
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On a (ny,n,) = 1 donc og(n) = o¢(ny)og(1,). Or,

GO(”Z) = o (pvp(n)) < p — ”é-
pln pln
p"P =N (e) PP >Ny (e)
On a donc
00(1) < 09(11)00(n2) < og(17)n". (C.1)
Ensuite
o= [T aolp)
pln
p*P"<Nj(e)
On a
pvp(n)
o (pvP(n)) — Z 1< 1< pvp(n)
dlpvp(n) d=1
donc .
0'0(7’11) < I_[ pvp(n) <N (g)#{pln p"P"<Ny(e)} (C 2)
pln
p"? " <Ny(e)
Ensuite,

#{p|n: p"™ <Ny(e)} < #{€ € N*: £ < Ny(e)}

donc oy(n1) < No(e)No®), On termine en posant C(e) = Ny (e)No(®) et en utilisant I'inéga-
lité (C.1). O

Remarque 339- Dans la majoration (C.2), on aurait pu remplacer Ny(¢) par
My (e) = max{og(€): € < Ny(e)}.

Fort de cette remarque le lecteur pourra démontrer le résultat suivant. Soit f une
fonction multiplicative telle que

If (p")| <P Q)

pour tout nombre premier p et tout entier v > 1, ou A > 0 et Q est un polyndme ne
dépendant pas de p. Alors, il existe C > 0 tel que, pour tout e >0 et tout n >1on a
If (n)] < CnA*€, Le lecteur fatigué pourra lire la preuve du lemme 2.1.8 de [22]

C.1.2) Fonction nombre de diviseurs premiers

La fonction nombre de diviseurs premiers est la fonction notée w qui a tout entier n > 2
associe le cardinal de I’ensemble des diviseurs premiers de n et a 1 associe 0:

w(n)=#{peP: p|n}.
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Ce n’est pas une fonction multiplicative. En revanche,
w(rd)={peP:plrdj={peP:p|rju{peP:p|d}
<{peP:plri+{peP:pld}=w(r)+w(d).

En se souvenant que 2% est le nombre de parties d’un ensemble a w éléments, on voit
que 290" est le nombre d’entiers divisant 1 et sans facteur carré. On a donc

290 < (1) (C.3)
pour tout entier n > 1.
Proposition 340— La fonction n > 2°" est multiplicative.

Démonstration. Si n est un entier, il est sans facteur carré si et seulement si p(n) = 0
donc si et seulement si p(n)? = 1. On a donc

29(n)= ) p(d)? = 1xps?
dln

et cette égalité implique la multiplicativité de la fonction 2¢. O

Séries de Dirichlet

Sia: N* — C est une fonction arithmétique, on définit sa série de Dirichlet par

+00

D(a,s) = Za(n)n_s.

n=1

Le résultat suivant nous permettra de déterminer la région de convergence des sé-
ries de Dirichlet.

Proposition 341— Soit a une fonction arithmétique. On suppose qu’il existe o € R et,
pour tout € > 0 une constante C(¢) telle que, pour tout entier n > 1 on a

la(n)] < C(e)n**e.

i) La série de Dirichlet D(a, s) converge absolument sur le demi-plan Res > 1 + «.

ii) Soit € >0, la série D(a, s) converge normalement sur le demi-plan fermé Res > 1+ a +e.
Elle y définit donc une fonction holomorphe.

Démonstration. Remarquons que pour tout n > 1 entier, on a [n°| = nR¢s.

1. Soit s de partie réelle strictement supérieure a 1 + «, alors il existe 1 > 0 tel que
Res>1+ a+1.On a donc

la(n)n™°| < C(g)n_l_”/2

d’ou l'on déduit la convergence absolue de D(a,s).
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2. Ona

max |a(n)n”®| < C(H)n_l_”/2
s: Res>1+a+e 2

d’ou l'on tire la convergence normale de D(a,s) sur Res > 1 + « + &. Enfin, I’ho-
lomorphie résulte de ce qu’une suite normalement convergente de fonctions
holomorphes définit une fonction holomorphe.

O]

La proposition d’unicité suivante permet d’utiliser les manipulations de séries de
Dirichlet pour obtenir des égalités arithmétiques.

Proposition 342— Soit a une fonction arithmétique. On suppose que sa série de Dirichlet
converge uniformément sur un demi-plan Re(s) > o, ou elle est nulle. Alors a est la fonction
nulle.

Démonstration. Si a n’est pas la fonction nulle alors on peut définir
ng = min{n € N*: a(n) = 0}.

Soit e > 0 et 0 > 0, + €. Alors

+00

0 =D(a,0)ny = a(ng) + ng Z a(n)n™°.

n=ny+1

Puisque D(a,s) converge uniformément sur Res > ¢, + ¢, la suite a(n)n°* tend vers
0 lorsque n teld vers I'infini. On en déduit l'existence de C(¢) tel que, pour tout n > 1
entier,

la(n)| < C(e)n*e.

Pour 6 >0, + 1+ 2¢, 0on a donc

+00 +00
ng Z a(n)n~°| < C(e)ng Z n=otoatE
n=ny+1 n=ny+1

Ces sommes tendent vers 0 lorsque o tend vers +oo car

+00 +00 dt
7’18 pOtOatE < ng (”0 + 1)—0-%—(5“_,_8 +J ]
z $0—0,+¢
n=ng+1 no+l
0
1
o —0+0,+¢€ 1-0+0,+¢
Sno (n0+1) +—(n0+1)

oc—1-0,-¢

S( 1 + 1 )(n0+1)1+0a+8(A)0.

oc—-1-0,-¢ mng+1 ny+1

On en déduit que a(ng) = 0 ce qui contredit sa définition. O
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Le résultat suivant justifie la définition, donnée dans la définition 6, du produit
de Dirichlet.

Proposition 343— Soit a et b deux fonctions arithmétiques. On suppose que la série de
Dirichlet associée a a est absolument convergente sur le demi-plan Res > o, et que la série
de Dirichlet associée d b est absolument convergente sur le demi-plan Res > o3,. Alors, le
produit des séries de Dirichlet est la série du produit de Dirichlet de a et b: pour s tel que
Res > max(o,,0p), on a

D(a,s)D(b,s) = D(axb,s)

et la série D(axb,s) est absolument convergente sur Res > max(c,, 0p).

Démonstration. La convergence absolue des deux séries implique qu’on peut les mutli-
plier et permuter les termes en obtenant une somme toujours absolument convergente :

D(a,s)D(b,s) = i[a(n)n_s +io’b(m)m_s] = i Z a(n)b(m) |q~°.

n=1 q=1{ (n,m)eN*?
nm=q

Le dernier terme entre parentheses est bien ax b(g). O

Enfin, les applications mutliplicatives admettent des séries de Dirichlet qui peuvent
étre vues comme des produits infinis (voir § B.10) sur les nombres premiers (appelés
produits eulériens).

Proposition 344— Soit a une fonction arithmétique multiplicative. On suppose que sa
série de Dirichlet converge absolument sur Res > o,. Alors, pour tout s tel que Res > o, on a

D(a,s) = l—[ia;f;:).

peP v=0

Démonstration. La produit converge pour Res > o, car
+00 +00
Y 3]s 3 e
nS
n=2

peP v=1
converge pour Res > o, (voir la proposition 307). Par ailleurs, en notant

a(p”
VS

p

EN)={neN:(p|lnetpeP)=p<Nj}

'ensemble des entiers () dont les diviseurs premiers valent au plus N on a

+0o
a(n) a(n)
HZ ns - Z ns
peP v=0 ne&(N)
p<N

a. Noter que cet ensemble contient 1
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Puisque £(N) contient {1,2,...,N} on a

+0o +00
Za(n) B Z a(n)| _ Z la(n)| _ Z |a(n)|
ns ns |- nRes - nRes
n=1 ne€E(N) neN*\E(N) n=N+1
On obtient le résultat énoncé en faisant tendre N vers ’infini. O

Exemple 345- Rappelons que C est la fonction définie pour Res > 1 par

+00

1

ns
n=1

C’est donc la série de Dirichlet associée a la fonction multiplicative 1. On a alors
+00
1
=] 2 5=
peP v=0
ce qui, par sommation des séries géométriques, se simplifie en

1!
ww=[]l5) -

peP

Exemple 346- La fonction de Mobius p vérifie |]/l(1’l)| <1 pour tout n > 1. Sa fonction
de Dirichlet D(y,s) est donc asolument convergente pour Res > 1. La fonction p est
multiplicative et si v > 2, on a p(p”) = 0 alors que u(p) =—1. On a donc

D(M»5)=]_[(1—ls)
peP p

pour Res > 1. On en déduit D(p,s)C(s) = 1 dés que Res > 1. On en déduit immeédia-
tement que p* 1 = O obtenant ainsi une autre preuve du lemme 10 d’inversion de
Mobius.

Exemple 347- Soit o € C. La fonction I*: n — n® admet une série de Dirichlet absolu-
ment convergente pour Res > 1 + Rea. Cette série de Dirichlet est

D(I1%5) = {(s — a).

La fonction o, étant le produit de convolution de 1 et I, on en déduit que la série de
Dirichlet D(c,,s) converge absolument pour Res > max(1,1 + Rea) et qu’elle vaut

D(0g, ) = T(s)T(s — a).

On peut retrouver ce résultat en utilisant la proposition 344, le corollaire 13 et I’équa-
tion (A.7).
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Quelques fonctions sommatoires arithmétiques

Lemme 348— Pour tout x> 1ona

Zoo(rz) = x(log(x) + 2y — 1) + O(Vx).

n<x

La preuve est une conséquence directe du théoréme général suivant, connu sous le
nom de principe de I’hyperbole de de Dirichlet. Le terme d’erreur peut-étre amélioré
en x'3log(x) (voir [44, Théoréme 1.6.11]).

Théoréme 349— Soit f et g deux fonctions de N dans C. On définit pour tout x > 1 les

fonctions sommatoires
F: — Z f(n) et G: > Z g(n).

1<n<x 1<n<x

Pour tout x> 1etye[l,x]ona

Y sestn= Y sor(2)s Y soc(2)-(%)cw

1<n<x 1<n<y 1<n<x/y

Y flaxg(b)

Démonstration. On écrit

Y frgln)

1<n<x ab<x

=) flagb)+ ) fla)g(b)
abbgsyx abb>§yx

=Y g) ) fl@+ ) fl@ ) g
b<y a<x/b a<x/y y<b<x/a

puis

Y sh)=6(3)-6)

y<b<x/a

O]

Le lemme 348 est obtenu en appliquant le principe de I’hyperbole de Dirichlet avec
y=+/xa f =g =1 et en utilisant le corollaire 302. Les corollaires suivants sont alors
conséquence immeédiate de la formule de sommation d’Abel (voir § B.7).

Corollaire 350— Pour tout x>1on a

é Gi/(g) = Vxlog(x) + O(\/Z)

Corollaire 351— Pour tout © > 1, il existe C > 0 tel que pour tout x > 1 on a

Z oo(n) _ Clog(Zx)‘

n0 = 0-1

n=x



Annexe C. Compléments d’arithmétique p- 213

Sommes de Kloosterman

Si m, n,c sont des entiers, on définit la somme de Kloosterman

Kl(m,n;c) = Z exp(zinw)

XG(Z/CZ)><

ou {x,c} désigne l'inverse de x modulo c. L'objet de cette annexe est d’étudier quelques
propriétés de ces sommes en en particulier la loi de multiplicativité croisée (lemme 355)
et la relation de Selberg (proposition 357).

Nous commengons par établir quelques cas dégénérés.

Lemme 352— Soit p un nombre premier et n un entier divisible par p. Alors Kl(n,1;p) =
-1.

Démonstration. On a

Kl(n,1;p)

Il Il
Y
——
| =
M
. N
—_
X
|
® —
Q| — —_
R
=
N — e
T —
I |
|
—
X
(S
—
=R
T —
Il
=
Il |
—_ —
(S
——
= |-
T —
=

Le lemme suivant est immédiat.
Lemme 353— Si m et n sont des entiers alors Kl (m,n;1) = 1.

Lemme 354— Soit p un nombre premier et n un multiple de p. Si o« > 2 alors Kl(n,1;p%) =
0.

Démonstration. On a

1
g nx + { }
1(n,1;p%) Z e .
x=1
(xp)=1
On note g et r les quotient et reste de la division euclidienne de x par p*!. L'inverse
de r modulo p* est aussi inverse de r modulo p*~! et on vérifie aisément que

fx,p% = {r,p"} = {r,p" Y ap .
On écrit n=p“k avecv > 1 et (k,p) =1 et on a alors

Ly = kp*r—{r,p®}
Kl(n,1;p%) = Z e( e ) Z

reZ/pa—lz q€Z/pz
(r.p)=1

) )
e( P ql-

La somme en g est nulle. O
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Le résultat suivant est un résultat de multipicativité.

Lemme 355 (Lemme de multiplicativité croisée)— Soit c et ¢’ deux entiers premiers entre
eux. Pour tous entiers met non a

Kl (m,n;cc’) = Kl(m{c’, c}, n{c’, c}; c)Kl(m{c, "}, n{c, c’}; ).

Démonstration. Puisque c et ¢’ sont premiers entre eux, 'identité de Bezout donne des
entiers u et v tels que uc+vc’ = 1. On a alors

1 u v {cc c,c
1w v _led), [
cc’ ¢ ¢

+7Z

/

c C

puis

K1 (1, 15 ') = Z e( {c,c} (mx -1; n{x, cc’}) ) . ( (¢, ¢} (mx + n{x,cc’}) '
§ c c
xe(Z/cc'z)
Notons a = {x, cc’}. Il existe a € Z tel que xa+ cc’p =1 et donc « est aussi un inverse de
x modulo ¢’. Comme
({c, ¢’} (mx + n{x,c’}))
e

C/

ne dépend pas du choix de I'inverse de x modulo ¢’, on en déduit

e({c,c’}(mx+n{x, cc’})) ({c,c’}(mx+n{x,c’}))

c’ c

puis

Kl(m,n;cc’) = -
c c

Z . ( {c, ¢’} (mx + n{x,c’}) ) e( {¢/,c} (mx + nfx, c}))
XE(Z/CC/Z)X

Noter que la premiere exponentielle ne dépend que de la classe de x modulo ¢’ alors
que la seconde ne dépend que de la classe de x modulo c. Le théoréeme chinois fournit
un isomorphisme de groupe

(Z/CC’Z)>< - (Z/CZ)XX(Z/C/Z)X
x (modcc’) — (x (modc),x (mod c’)).
En particulier I'image de {x,cc’} est ({x, ¢}, {x,¢’}). On a alors
Qo= Y Y ol b)) (€. i)

. . c’ c
x1€(Z/c'z)" x2€(2/cz)

=Kl(m{c, ¢}, n{c,c’};¢/) Kl (m{c’, ¢}, n{c’,c};c).
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Remarque 356- Si c et ¢’ sont premiers entre eux, le changement de variables y = {¢’,c}x
montre que

Kl (mc’,nc’;c) = Kl(mc’Z,n;c). (C.4)

Proposition 357 (Relation de Selberg)— Si m, n,c sont des entiers alors

Ki(mmc)= Y dKl(dz, ;)

d|(m,n,c)

Démonstration. Si n est premier a c, la relation de Selberg se réduit a Kl(m,n;c) =
Kl(mn,1;c) qui résulte du changement de variable y = {n, c}x dans la définition. Mon-
trons ensuite qu'on peut se ramener au cas ou ¢ est une puissance d’un nombre premier.
Soit ¢ et ¢’ deux entiers premiers entre eux, nous allons montrer que si la relation est
vraie pour Kl (m,n;c) et Kl(m, n;c’) pour tous entiers m et n alors elle est vraie pour
KI(m,n;cc’) pour tous m et n. On écrit

Y dKl(dz, ,—) Z dd’ Kl(dZd,z, gc—)

d|(cc’,m,n) |(¢c,m,n)
d |(c’,m,n)
mn (¢ ¢ \* ¢ mn (¢ c¢)® ¢
dd’Kl| —={—-,— %, ;= |Kl| —={—,=-} ,1;—
Z [dzd’2{d d’} d’] [dzd’z{d’ d} d]
d|(c,m,n)
d’|(c’,m,n)

d’apres le lemme 355 et ’équation (C.4). On a

c ¢ ¢’ ¢
{Er E} - {CI E}d (mod E)
Ainsi

) dKl(dz, '—) Z dd’ Kl(da{ d}2 1;;—’,]

d|(cc’,m,n) |(c,m,n)
d [(c’,m,n)

puis

cc’ mn(,c\? . ¢
Z dKl(dz, ,7)—d| Z dKl(F{C,E} ,1,3)

d|(cc’,m,n) (m{c’,c},n{c’,c},c)
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Puisque
mn(,c\>. c\_ , ;o
dKl(F{c 'E} , 1,3) =Kl (m{c’,c},n{c’,c};c)
d|(m{c’,c},n{c’,c},c)
7 2 ,
, mn c C_ _ ’ N. A7
Z d Kl[d,z{c,?} ,l,d,)_Kl(m{c,c},n{c,c},c)
d’|(m{c,c’},nfc,c’},¢’)
on a

Z dKl(%, 1; %) =Kl (m{c’,c}, n{c’, c};c)Kl(m{c, ¢}, n{c,c’};c’)

d|(m,n,cc’)
=Kl (m,n;cc’)
et on est réduit a démontrer la formule de Selberg lorsque ¢ = p%, ce qu'on va faire

par récurrence. Supposons « = 1: si p ne divise pas n ou si p ne divise pas m on a déja
montré le résultat. Si p | n et p | n alors

Kl(m,n;p) = @(p)=p-1
et

mn . P\_ . mn .
Y dKl(ﬁ,l,d)_Kl(mn,l,p)+pK1(pz,l,l)
limp)

d’aprés les lemmes 352 et 353. Supposons donc vraie la formule pour ¢ = p®. Etre
premier & p®*! étant équivalent & étre premier a p, le seul cas non traité est celui ou
p|metp|n. On aalors

Ki(mmp*t)= )~ e[—%x ’ ’ﬁ’{x'pm}]
.

[ed
xe(z/paﬁ-lz p
x+ gl p®
p 14
v L
xe(Z/pz)’
puisque x e( ?x:faif’p }) ne dépend que de la classe de x (mod p?®). Ainsi
Kl(m n-p"‘”):pKl(ﬂ E-p"‘): S del( mn 1-”%1)
pp = (pd)*" " pd
a5 5p°)
B mn ‘pa+1 ‘ .
= Z 6K1(§,1, 5 )—Kl(mn,l,pm )

d|(m,n,p®)

Enfin, Kl(mn, 1;p“+1) =0 par le lemme 354. O
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Nous montrons que les sommes de Kloosterman sont les transformées de Fourier
inverses des sommes de Gauss. Nous utilisons pour cela la théorie de Fourier des
groupes finis telle que développées dans la partie A.2.

Sur le groupe multiplicatif G, = (Z/CZ)X, considérons la fonction a valeurs complexes

e, (Z/CZ)X — C
X > exp(%x).

On a alors

1
e.xeq(a)= le(l,a;c)

pour tout a € G,.
La transformée de Fourier de Kl,: a > Kl(1,4;c) est alors

Kl, = p(c)z:”.

Or, pour tout x € /G\c, c’est-a-dire pour tout caractere de Dirichlet modulo ¢, on a

1 1
e.(x)= — e.(x)x(x) = —G,.
W= L I =556y
XE(Z/CZ)
Ainsi,
1
Kl (x) = —G?.
Grace a la formule d’inversion de Fourier, on en déduit
R 2
KI(1,a;¢) = o Z x(a)G2.




Annexe D

Problemes

Valeurs en les entiers positifs pairs de la fonction C de Rie-
mann

I) Polynémes de Bernoulli.
1) Montrer que les relations
bo(t)=1, VteR
bi(t) =kbg_1(t), VteR,VkeN

1
j kaO, Vk e N*
0

définissent une unique suite de fonctions C! et que ces fonctions sont des
polynomes.

2) On pose By = br(0). Montrer que
b(1—1) = (=1)*b(t), VteR,YkeN

et
{ b2k(1):B2k: VkeN
boks1(1) =By =0, VkeN™
ITI) Une intégrale.
1) On pose
1
I(k,m) = J byy(t)cos(mumt)dt
0
pour tout entier k > 0 et tout entier m > 1. Montrer que I(0,m) = 0 et que, pour
tout k > 1 entier,
0 sim>1 est impair
I(k,m) = { (=1)k1(2k)!

(rom) 2% sim > 2 est pair.
Tm

218
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2) On pose b; = by — By et

1
I (m) = J; b3, (t)cos(rumt)dt

pour tous k € N et m € N*. Montrer que

k-1 2k
- ()2 C(2k) = Zlk

IIT) Calcul de T(2k).

1) Montrer que

. (2m+1 ) . (2m—1 )
sin 5 x| —sin X

cos(mx) = — 2
2sin —
2
pour tous m € Z et x € [0, 7].
2) Montrer que
sin 2N +1 .
—1)k1(2k)! ! ( )
%C(M) = Nlim b5, (t) —
(2m) —reeJo 2sin —
2
3) Soit k > 1. On pose
b5, (t
iy = -2 )t
2sin —

pour tout ¢ €]0,1]. Montrer que

1
lim j f(t)sin(Rt)dt = 0.
R—+0 0
4) En déduire une valeur de C(2k).
IV) Une méthode d’analyse complexe.

Soit r € N*. Pour tout réel x € [0,1] et tout z € C — 2imtZ on pose

exz

(ez _ 1)Z2r'

f2r(xlz) =

1) Montrer que

dt -

1
2

1
0
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2) Montrer que

1 bZr(x) eZi'r(mx
— f2 (X,Z)dZ = + P ra——
217 Jc(0,(2k+1)m) ' (2r)! r;Z (2iTtm)?"

1<|m|<k

. 1
3) Siz =Re'® avec R = (2k + 1)1, montrer que si |cos 0] > R alors
BRI (D.1)
> . .
) 1 . 1 S
Si|cos 8| < R montrer que cos(Rsin 0) < -5 et montrer que la majoration (D.1)

reste valide.

4) Siz =Re' avec R = (2k + 1)®, montrer la minoration

3
A2z —
artx2) ((2k+ 1)m)*"
et en déduire
R cos(2mmx)
_(_1\r-1 =2r
by, (x) = (-1)""2(2r)!(2m) mgzl —

5) En déduire la valeur de C(2r).
Sources — [5], [43, Ex. 1.0.1].



Annexe D. Problemes p- 221

La fonction theta, les nombres pentagonaux.

I) Pour tout (z,w) € H x C, on définit

+00

S(Z w) _ Z einnzz+2innw
LW =

n=-—oo

1) Montrer que pour tout z € H, la série de fonctions

+00
.5 .
w § elT(TZ z+2imMnw

n=-—oo

converge normalement sur tout compact de C.

2) Montrer que pour tout w € C, la série de fonctions

+00
o
7 > E el Z+2iTtnw
n=-o00
converge normalement sur tout compact de H.

3) Reprendre les questions I1) et I12) pour

+00

(z,w) —> Z eimz(miw)?,

n=-—oo

4) Montrer que la série de fonctions

+00

Z (_1 )nein(3nz+n)z.

n=-—o00

est normalement convergente sur tout compact de H.

IT) Le but de cette question est de démontrer la formule de transformation theta de

Jacobi :
+00 +00
\/E Z ei'n(n+w)zz _ Z einnz(—l/z)+2innw (D.2)
1

n=-—oo n=—0o
pour tout (z,w) € H x C.

On fixe z € H et on considere la fonction définie sur C par

+0o0

flw) = Z einz(n+w)2.

n=—oo
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1) Montrer que

+00

flw)= Z ame2inmw

m=—c0

avec
o0 . ) 2
Ay = J e TEWT2mW) 4y (w =+ iv)

—00
pour tout m € Z et tout v € R.
2) Montrer que

pour tout m € Z.

3) On rappelle que

+00 )
j e ™ dr=1.

Montrer la formule de transformation theta de Jacobi (D.2).
III) On définit sur H les fonctions dy, d; et d, par

+00

B= Y e

n=-—o0o

V1(z) =99(z+1)

32(2): Z ein(n+1/2)2z'

n=-—o00

1) Montrer que

pour tout z € H.
2) Montrer les égalités

d1(z+1) =J(2)

9 (z+1) = ™49,(z)
o) e

232 (—é) =91 (2)

pour tout z € H.
3) Montrer qu’il existe C € C tel que

A(z) = C(9(2)9(2)9,(2))°

pour tout z € H.
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4) Calculer C.
IV) Soit g définie sur H par

+00

g(z) — Z (_1)nein(3n2+n)z'

n=-—oo

1) Montrer que

et en déduire

g(—l): .;fmﬂun 2: gnwvupam(zﬂ)
pour tout z € H.
2) Montrer que

g(_é):\/gén&+ﬂﬂﬂ2g@)

3) Pour tout z € H, montrer que

+00 24

A(z) = 621'1'(2[ Z (_1)nein(3n2+n)z]
n=—o0o

4) Pour tout complexe g de module strictement inférieur a 1, montrer que

+00 +00

Z (_1)nqn(3n+l)/2 — ]—l(l _qn)_

n=—00 n=1

5) Soit n un entier naturel non nul. Une partition de n est un ensemble {x1,..., x;}
d’entiers naturels non nuls tels que n = x; +... + x} et x; <x, <... <x. Lentier
k s’appelle le nombre de parts de la partition. On note A, le nombre de
partitions de n en un nombre de parts pair et B, le nombre de partitions de n
en un nombre de parts impair. On étend en posant Ay =1 et By = 0.
a) Pour tout complexe q de module strictement inférieur a 1, montrer que

i(An - Bn)qn = ﬁ(l —q”)-
n=0 n=1

b) Montrer le théoréme des nombres pentagonaux d’Euler : pour tout entier

n>1,ona
. m? +m
A, =B, snz:tTtoutmEZ
o , 3m?+m
A, =B,+1 ¢’il existe m € Z pair tel que n = —————
3m?+m

A, =B,-1 ¢s’il existe m € Z impair tel que n =

2
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/NN /éb\ /NN VA

n=1 n=4

Ficure D.1 — Exemples de chateaux de cartes

¢) On construit des chateaux de cartes comme sur la figure IV(5)c. Aucune
carte n’est utilisée pour le socle du chateau. Montrer que le nombre de

2
n
. Ce

cartes nécessaires a la réalisation d’un chateau a n étages est

nombre s’appelle le n¢ nombre pentagonal de deuxieme type.

Sources — [12, V1.4, VIL.1].
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Le théoreme des quatre carrés

I) Le groupe I5.
On note [y I'ensemble des matrices M € SL,(Z) telles que

0 1

1 0

Mz(é ;)) (mod 2) ou Mz(

) (mod 2).

On note [} le sous-groupe de SL,(Z) engendré par les matrices S = (O —1) ot

1 0
1 2
2 _
- 1)

1) Montrer que Iy est un sous-groupe de SL,(Z) et que I} est un sous-groupe de
Is.

2) Soit Fy ={zeH: || > 1 et [Re(z)| < 1}. Montrer que, pour tout z € H, il existe
M eI tel que Mz € F;. En déduire

H= U MZ.
Mely

3) On noteF ={z € H: |z] > 1 et |Re(z)| < 1/2} et
Fo = FUTF U(TS)F.

Déduire de la question précédente que

H=| | MA.
Mely

4) a) Soit MeTyetze F ={zeH: |z| >1 et |[Re(z)| < 1/2}. Montrer qu’il existe
N eI tel que N(Mz) € Fs.

b) En déduire que [y =Ij.
II) Le groupe IH(N).
Soit N > 1 un entier. On note IH(N) le sous-groupe de SL,(Z) défini par

Ty(N) = {(Z Z) €SLy(Z): c=0 (mod N)}.
et ['(N) le sous-groupe de SL,(Z) défini par

F(N):{(i Z)ESLZ(Z):bECEO (mod N) et a=d=1 (modN)}.
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1) Soit ¢, d et N trois entiers tels que (¢,d,N) = 1. Le but de cette question est de
montrer qu’il existe t € Z tel que (¢ +td,N) = 1. On note K(N) le noyau de N,
c’est-a-dire I’entier défini par

K(N) = ]—[ p.

peP
pIN

C’est donc un entier qui n’est divisible par aucun carré d’entier (on dit que
K(N) est un entier sans facteur carré).

a) Montrer que, pour tout t € Z, on a
(c+td,N)=1 sietseulementsi (c+td,K(N))=1.

On peut donc supposer N sans facteur carré, ce qu’on fait dans la suite de
cette question.

b) Montrer l’existence de t lorsque (d4,N) = N. On suppose dans la suite que
(d,N)=N.

¢) On note x la fonction caractéristique des entiers premiers a N. On a donc

X(n):{1 si (n,N) = 1

0 sinon

pour tout n € Z. On note

Sy = Z x(c+td)

t (mod N)
la somme portant sur un systéme de représentants des entiers modulo N.
Montrer que Sy ne dépend pas du systéme de représentants choisis.

d) Montrer que
SN=(@N) ) x(e+td)

t (mod N/(d,N))
puis
SN=(@N) ) x(w).
u (mod N/(d,N))
e) Montrer que Sy > 0 et conclure.

2) On note Ty la surjection canonique de Z dans Z/NZ et Ay 'application :

At SLyZ) - SLy(Z/Nz)
(a b) . (T(N(a) nN(b))

c d nn(e) mn(d))

a) Montrer que le groupe ['(N)\SL2(Z) est isomorphe a I'image de \y.
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b) Montrer qu’il existe ¢ et d entiers tels que (c,d) = 1, i(y) = Tin(c) et
TN (0) = TN (d).

c) Montrer qu’il existe a et b entiers tels que ad — bc = 1, miy(a) = Tin(a) et
TN (B) = 1w (D).

d) Quelle est 'image de A\ ?

3) Soit d et c deux entiers tels que (d,¢,N) = 1. On note
_ VA VA cad —be =
N(N) = #{(mn(a), (b)) € Zqyz x Tz ad —bc =1 (mod N)}.

a) Montrer que l'application N est multiplicative.
b) Sip est premier et v > 0, calculer NV (p?).

c) Montrer que le nombre de couples (1 (c), iy (d)) d’éléments de Z/N7Z tels
que (¢, d,N) =1 est

{(T(N(C),T(N(d))e /NZXZ/NZ (c,d,N) _1} Zy ( )
rIN

(On rappelle que p*1 =9.)
d) Quel est la cardinal de SL, (Z/NZ)?
e) Quel est le cardinal de r(N)\SLz(Z)?

)
4) a) Quelle est I'image de I{)(N) par An?
b) Quel est la cardinal de cette image?
)

c) Quel est le cardinal de FO(N)\SLZ(Z)?

IIT) Formes modulaires de niveau 4.

Une forme modulaire de poids 4 et de niveau 4 est une fonction holomorphe f de
H dans C telle que

i) pour toute matrice (‘C’ Z) de Iy(4), pour tout z € H,

az+b
cz+d

(cz+d)‘kf( ):f<z> (D.3)

ii) pour toute matrice (‘C‘ 2) de SL,(Z), l'application

(D.4)

_ az+b
z> (cz+d) kf(C“d)

est bornée sur le demi plan {z € C: Imz > 1}.
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1) Soit f: H — C holomoprhe. On suppose que f vérifie la condition (D.3) et

admet un développement de Fourier de la forme

L'objectif de cette question est de donner une condition simple sur la suite
de coefficients (ﬂn))new impliquant que f est modulaire de poids k et niveau
4. On suppose, dans la suite de cette question, que la suite (f(n))nE[N est a
croissance au plus polyndmiale: il existe A € R et B € N tels que, pour tout

n>1,ona|f(n) < AnB.

a) Soit (a,),en une suite a croissance au plus polynémiale. Soit h: H — C
définie par

Montrer qu’il existe c € Ret b € N tels que

C
|h(Z)| < m

pour tout z € H tel que Imz < 1. En déduire 'existence de réels A et B> 0
tels que
|h(z)| < A(Imz)™®

pour tout z € H tel que Imz < 1.

b) Soit M = (‘; Z) € SL,(Z). On pose g = (f|M), ainsi
k

az+b

g(z) = (cz+d)—’<f( ) (z € H).

cz+d
i) Montrer que
. 1 .
g(z) = Z:g\(n)ezmnz avec g(-n)= J g(x + ip)e?™ V)
nez 0
pour tout n > 0 et tout v > 0. [Indication: en posant T = ((1) %), on
pourra considérer (f |MT) et montrer que MT € Ij;(4).]
k

ii) Montrer que si M n’est pas une puissance de T, on a ImMz — 0
lorsque Imz — +co.

¢) Montrer que f est une forme modulaire de poids k et de niveau 4.
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2) On note My (4) I'espace vectoriel sur C des formes modulaires de poids k et de
niveau 4. Le but de cette question est de majorer la dimension de cet espace. On
choisit un systéme de représentants (M;);<;<¢ de T,(4)\SL2(Z) tel que M; =L

a) Soit M € SL,(Z). Montrer que pour tout i € {1,...,6}, il existe un unique
j€{L,..., 6} tel que M;M € [((4)M;.

b) Pour toute forme modulaire f de poids k et niveau 4, montrer que la

fonction ]
F= |M')
[T

est modulaire de poids 6k sur SL,(Z).

¢) On note F un domaine fondamental de SL,(Z) et F son intérieur. Soit
a € F.On suppose que a est un zéro d’ordre v de f. Montrer que a est un
zéro d’ordre au moins v de F.

d) On suppose que dim M (4) > 2 + g Montrer qu’il existe f € My(4) s’annu-

. . k
lant en a a 'ordre au moins 1 + >

e) Montrer que dim M (4) <1+ g

IV) La fonction 9.
On définit les fonctions O et  par

0(z) = ZeZi“”zz et 9d(z)= Zei“"zz.

nez nez

1) L'objectif de cette question est de démontrer la formule de Poisson. Soit f une

fonction continue sur R. On suppose que la série de fonctions x — Zf(x + 1)

nez
converge normalement sur tout compact et définit donc une fonction notée F.

—

a) Pour tout m, montrer que F(m) = j?(m)

b) En déduire _
Y fm=) Fn.

nez nez
2) L'objectif de cette question est d’établir une équation fonctionnelle pour 9.

a) Soit t >0 et n € Z, établir que

+00 ) . 1 ) +00 )
f e—ntx e—21'r(nx dx = Te—nn tf e—nu du.
t

—00 —00

b) Soit t > 0, montrer que

Z gt _ L Z Tt
Vi

neZ nez
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¢) En déduire que

pour tout z € H.

3) Le but de cette question est de montrer que 0% est modulaire de poids 2 et
niveau 4.

a) Soit M = (‘C‘ Z) € Iy. Montrer que si a et d sont impairs et b et ¢ sont pairs
alors
9(Mz)* = (cz +d)*d(2)%.

pour tout z € H. [Indication: on pourra écrire M = +T2%ST?% ... ST et
montrer que # est pair.]
b) Soit M = (‘CZ Z) € IH(4). Montrer qu’il existe une matrice M’ € [§ telle que
i) (M) =1
ii) 2(Mz)=M’(2z) pour tout z € H.
¢) Montrer que 0% € M,(4).
V) Le théoréeme des quatre carrés.
1) On définit sur H une fonction ®@ en posant

D(2) = 5By (42) - 5Bl

pour tout z € H. Montrer que @ € M, (4).
2) Montrer que M2(4) est de dimension 2.
3) En déduire que

#{(a,b,c,d) e Z*: n:a2+b2+c2+d2}:82d.

dn
dz0 (mod 4)
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Crochets de Rankin-Cohen: un point de vue algébrique

Soit d une dérivation sur M,, homogene de degré 2. C’est donc un endomorphisme

linéaire de M, vérifiant d(fg) = d(f)g + fd(g) pour tous f et g dans M, et
IMy C My

pour tout entier k > 0.
On fixe ¢, € M;l non nulle et ®, € M, et, pour tout f € My on pose

df =df +kbof
dd, = Dy + P2,

1) a) Montrer que d définit une dérivation homogene de degré 2 sur M.
Pour toutes f € M¢° et f € M3', on pose

Flan= [0 arrarrg

n—r
r=0

On suppose k >0 et £ > 0.

b) Montrer que dans I’lanneau des séries formelles M=®,0n a

[f’g]d,n n_ T _
V;I'(n+k— D(n+- 1)!X = f(-X)g(X)

avec f et g deux séries formelles que I'on déterminera.
On définit deux suites (f;),>0 et (¢;),>0 d’éléments de M en posant

—b,X 77 _ fr r —pr X~ _ 8r r
e Xf(X)_Zr!(r+k—1)!X et e Xg(X)_Zr!(r+€—1)!X'

relN relN

c) Pour tout r > 0, donner une expression de f, en fonction de (djf)OSjS, et en

4 . <o0
déduire que f, € M5, .

d) Par récurrence, montrer que pour tout r > 0, on a

{ fr € Mgyo,
Afy = fr1 —r(r+k=1)Dyf, 4

(en posant rf,_; =0sir=0).

e) Que vaut [f, g]q, en fonction de (f,),>0 et (g/)r>0?
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2) SifeMyjetge Mgaveck,l>0,on pose

[f,8lowyn=) (1)

(n+k—1)(n+€—1
r=0

r

)frgn—r

n—r

ou (f;),>0 et (g,)r>o sont définies par récurrence par

{ fo=f { 80=8
fr+1 :afr+r(r+k_1)®4fr—l (1’20) 8r+1 :agr+r(r+€_1)q)4gr—l (1’20)

(en posant rf,_ =0 et rg,_; = 0 si r = 0). Montrer que [f, ]y ®, n € Mi+r42, et relier
[f>&lowyn a[f 8lan-
3) Si f € My et g € My, on rappelle que le n¢ crochet de Rankin-Cohen de f et g est

défini par
[f.gl = Z(—l)’(”* k- 1)(””" Yoo

n—r r
r=0
Déduire de ce qui précéde une expression de [f,g], puis

[Mi, M, € Mieran

Sources — [50], [46].
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Corrigés des problemes

Valeurs en les entiers positifs pairs de la fonction C de Rie-
mann

I) Polynémes de Bernoulli.

1) Appelons b, le polynome défini par by(t) = 1 pour tout ¢t € R. Pour tout k > 1,
on note H(k) I’hypotheése: il existe une unique suite de fonctions C! notées

1
bi,..., by vérifiant b, = nb,_; et J b, = 0 pour tout n tel que 1 < n < k;

0
de plus, ces fonctions sont des polyndmes. On a b; = b si et seulement si
1

bi(t) = t + b1(0) et I'hypotheése supplémentaire j by = 0 est satisfaite si et
0

1
1
seulement si b1(0) = —j tdt = -5 L’hypothese H(1) est donc satisfaite. Soit

0
k > 1 tel que I'hypothese H(k) est satisfaite. On a b; | = (k+1)by si et seulement
si

t
bear (1) = bk+1<o>+<k+1>jo be (E.1)

) N ; . 1 C o .
pour tout ¢t € R. L'hypothese supplémentaire fo brs1 = 0 est alors satisfaite si et
seulement si

1 t 1
0=bp,(0)+(k+ 1)£_0 j_o bi(x)dxdt = by, (0)+ (k + 1)J; (1 - x)by(x) dx.

La fonction by, est donc définie de fagon unique par

t 1
bk+1<t>:<k+1>f bk—<k+1>f0 (1 - x)by(x) dx

0

1
:(k+1)J0tbk+(k+1)J; xby(x)dx (E.2)

233
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pour tout t € R et c’est un polyndme. L’hyoptheése H(0) est vraie et pour tout
k > 1, si ’'hypothese H(k) est vraie alors I’hypotheése H(k + 1) est vraie. Par

récurrence, on en déduit qu’il existe une unique suite de fonctions C! notée
1

(b)) nen Vérifiant b), = nb,_; et J b,, = 0 pour tout n > 1. Enfin, ces fonctions
0
sont toutes des polynomes.

2) On définit une suite de polynomes (B,),en en posant B, (t) = (—1)"b, (1 —t)
pour tout t € R. On a alors fy = 1. De plus, p),(t) = (~=1)"*'b,(1 —¢t) et donc
Bl (t) = (=1)"*'nb,_1(1-t) = np,_1(t) pour tout ¢ € R. Enfin,

1 1 1
L B = (1) J; by(1—t)dt = (1) L b ()i = 0.

Par unicité de la suite de polynome (b,,),,cn, on a donc B, = b,, pour tout entier
n>0.

Gracea (E.1)avect=1,0ona

1

bk+1<1>=bk+1<0>+<k+1>fo by = by (0)

des que k > 1. De plus, by(1) =1 = by(0). Ainsi a-t-on by(1) = By pour tout
k e N—{1}. D’autre part, si k > 0, bpg,1(1—1) = —bog,1(t) donc byg,1(1) = —byk(0).
Sik>1,il résulte que By 1 = byr,1(0) =0.

IT) Une intégrale.

1) On a

1 sim=0

1
1(0,m) = j cos(mumt)dt =4 1
0 - (sin(mtm) —sin0) =0 sinon.

Sim>1etk>1,une intégration par parties conduit a

1 (! 2k (!
I(k,m) = —— b, (t)sin(tumt)dt = —% bok_1(t)sin(tumt)dt.
0 0

Une nouvelle intégration par partie donne

2k 2k (1,
k) = (1) (0= b O] = 2 [0t ()cos(romn .
et donc
_ 1
1) = 2 1(1) b1 (1) =ba (0]~ 2] [ o) costromt) .

(E.3)
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Sik=1,onadonc

0 si m est impair

[(-D)"+1]=4 2 . . (E.4)
s1 m est pair.

1

I(1,m) = (o2

(Tom)?
Sik>2,alors byr_1(1) = byr_1(0) = 0 et I’équation (E.3) se réécrit

2k(2k-1)

I(k,m) = Wl(k -1,m).
Par récurrence, on en tire
1(k, m) = (-1)’“%1(1,@.
On en déduit
0 sim > 1 est impair
Lk, m) =\ (-1) (2k)!

si m > 2 est pair.

grace a (E.4).

2) On calcule
1
[ (m) = I(k, m) - BkJ; cos(mumt)dt

et donc I} (m) = I(k,m) si m > 1. Compte-tenu de la question précédente, on a

S EDFIR D1 FDMIRRIRS 1 ()R 2k)!
mZ_I’Ik(m) = 2k mZ_f 2k 2k ;(Zn)Zk = (27)F C(2k).
m pair

IIT) Calcul de T(2k).

1) La relation sin(a) —sin(b) = 2 cos ( ath )sin ( 2 ; b ) implique
. (2m+1 . (2m—1
sm( 5 x)—sm( 5 x)
cos(mx) = % (E.5)
2sin )

pour tous m € Z et x €]0,7]. Un développement limité du membre de droite
en 0 montre que ce membre de doite est 1 + o(x). On peut donc prolonger le
membre de droite par continuité en 0 en le définissant comme valant 1 en 0.
Comme 1 = cos(m - 0), ’égalité (E.5) reste valable pour tout m e Z et x = 0.
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2) On sait que

N
(=1)k1(2k)! . .
—U(2k)= 1 I
o R= i, 2 Tl
et
. (2m+1 . (2m-1
1 sm( nt)—sm( > ’nt)
I’;((m):fo b (1) - — d.
251n7

Comme pour tout £ € Z* on a
Tt
sin({— )
(45
%)
sin
2
au voisinage de 0, on peut scinder l'intégrale précédente en deux intégrales
convergentes

~ 0

T (m) = L(k,m) = L(k,m — 1)

avec
+1

. (2m
1 sm( 5 T(t)
L(k,m)zjo by (1) ———"—=dt.

2sin —
2

On en tire

1
I (m) = L(k,N) - L(k, 0) = L,(k,N) - %L b,

™1z

m=1

Puisque qu’on a montré que la somme de terme général (I} (m)),,»; converge,
le membre de droite converge et

sin 2 +1nt
(=D)L 2k )k 2k s T
C(2k) = E Lm) = Jim | 03 (0)——2o—dt - | by
( 0 251n7 0

3) La fonction f est C! sur ]0,1] de dérivée

. T . Tt
’ 4kb2k_1(t)s1n7 —ﬂbzk(t)cos7
()= - .
4sin® —
2

Au voisinage de 0, on a

. T . Tk
4kb2k71 (t)Sll’l 7 - T(bzk(t) COS 7

7 T( 7’
= [2kmByy_y — b5 (0)]t + | 2kmb)y, ,(0) - 5 b5(0) 2 +0(t?)
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Or b;k(O) = 2kb2k_1(0) = 2kB2k—l et bgk( ) Zkb;k 1( ) = 2k(2k - 1)B2k_2 donc
. Tt . U 2 2
4kbyi_q(t)sin 5" by, () cos 5 = Tk(2k — 1)Bog_2Bog_ot” + 0(t°).

On a donc k(2K 1)

fil)y=———
Montrons que f est prolongeable par continuité en une fonction C! sur [0,1].
Au voisinage de 0, on a

sz_z +O(1). (E6)

by (1) = bok(t) — box (0) = bl (0)t + Mﬂ +o(t?)

= 2kbog_1(0)t + 2k(2k — 1)byr_n(0)t> + o(£?).
On en déduit, toujours au voisinage de 0 le développement limité

f(t) = %BZk—l + Zk(2k 1)

Ainsi, f est prolongeable en une fonction dérivable (toujours notée f) vérifiant
2k(2k -1

f(0) = Byx_1 (quantité nulle dés que k > 2) et f'(0) = g

a (E.6), 1a fonction f’ a pour limite f’(0) en 0 et donc f est Cl.

Si R # 0, on peut donc intégrer par partie l'intégrale

Bok-at +0(t)
Byi_». Grace

(R = 1 ! 0 L Rt)d
Jf sin(Rt)d ——ﬁcos R)f( )+ﬁf( )+§J; f'(t)cos(Rt)dt

ce qui conduit a

1 /
< g @lflleo +11f Moo

1
J £(t)sin(Rt)dt
0

ou || ||l désigne la norme infinie sur [0,1]. On en déduit

1

lim j f(t)sin(Rt)dt =
R—+o0 0

On a montré que

(-1 )k 1(2k) lim j f(t)sin

(2T()2k N—>+oo

1 !
'rtt)dt - EJ; b,
Grace a la question précedente, on a donc

(-1)F1(2k)! 1 (', By
Wc(zk)_—zﬁ by = -

On en tire : )
B k1 (27
C(2k) =(-1) (Z—k)
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IV) Une méthode d’analyse complexe.
1) Onnote|| || la norme infinie sur [0, 1]. Grace a (E.2), on a ||b,,|loo < 2m||b1-1 0o

dés que m > 2 et donc ||byllee < 2™ 3m!||by]leo < 2™m!. On en déduit que pour
tout x € [0, 1], la série

de fonctions de z est normalement convergente sur tout compact du disque
ouvert D de centre 0 et de rayon 1/2 et que, pour tout z dans D, cette série de

fonctions de x est normalement convergente sur [0,1].
zX

Premiére méthode — La fonction z — 1 étant holomorphe sur la couronne

eZ_

{z e C: 0<|z| < 27}, elle admet un développement de Laurent autour de 0
donné par

ou, quelque soit R €]0, 1t[, le réel f,(x) est défini par

n! ze®® dz R [2T pRe? ;
_ _ (1-n)0
falx) = 5 JM:R 1T " o JO R de (E.7)

pour tout n € Z. La singularité en 0 est effacable (la fonction est prolongeable
par continuité en 0) de sorte que f, = 0 si n > 0. Pour tout réel K> 0 et pour
tout x € [-K,K], on a
oXRe'?

i(1-n)0

e

eKRIcos 0| 21 eKRIcos 0|
et J < 0o.
0

S )

eRe® 1

On en déduit que f,, est dérivable (sur [-K, K] et donc sur R) de dérivée

n! 22e* dz  R¥ (I R
'(x) = —— - : i(2-m0 49 E.8
fn(x) 2im -[|z|:R eZ — 1 gn+l 27t J; PR _q e ( )

pour tout n € Z. Enfin, pour tout réel K > 0 et pour tout x € [-K,K], on a

xRet? KR|cos 0] 21t KR|cos 6]
€ i(2-1)0 e e
e et < oo
0

K= ——
]

eRe® _ 1

donc f’n est continue sur [-K, K] et donc sur R. Les fonctions f, sont donc C!.
De plus, grace a (E.7),ona fy =1 et grace a (E.8) ona f,, =nf,_; sin > 1. Enfin,
en écrivant xRcos 6 < R pour tout x € [0,1], 0on a

21 1 21
J J dxd6 < J
0=0 Jx=0 0

. R
ez(l—n)G

ld9<oo

i0
exRe
eRe® 1

eRe® 1
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de sorte que

! ! ! d ! d
J- f” = n ZZ (J ezxdx) n42—1 = n J- nfl =0
0 2iTC |z]=R ez -1 x=0 z 21T |z]=R z

si n# 0. On déduit alors de la premiére question du probléeme que f, = b, pour

tout n > 0 de sorte que
ZeZX ZTZ
= E by(x)—.
et -1 n!

nez

Deuxieme méthode — Fixons z € D et posons

A(x) = (e*-1) : b’;;x)z”.
n=0 ’
On a
+oo (-1 bn(X) +oo (-1 ¢ Zg +oo (€ 1 041 2
A(x) = Z( a —(g_n)!n!]zg = Z[ 4 (l”l)bn(X)]E :ZZ(Zm( " )bn(x)]ﬁ
¢=1\n=0 =1 \n=0 =0 \n=0

Si¢>1,ona

l (-1 (-1
TR Mt N CORICRD W W) YR W W X

1
etdonc S/(x) = €Sy_;(x). Par ailleurs, Sy = 1 et J S, = 1. Si on définit T,(x) = x¢,
0

1
on a aussi T;(x) = €T,_; (x) puis Ty = 1 et .fo Ty, =1. On a donc

SO - TO = 0,
(Sk—Ti) = k(Sg-1 — Tx—1),  VkeN*

1
J (Sk—Tk):O, Yk e N*
0

En raisonnant comme dans la premiee question du probléeme, on a donc Sy —
T, = 0 pour tout k € N*. Finalement
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et donc
+00 zx

Z bn(x)zn _ ze
n! ez —1

n=0

pour tout x € [0,1] et tout z € D. L'expression de droite fournit un prolonge-
ment holomorphe de la fonction de z de gauche sur C - 2inZ.

XZ
(€7 —1)z2
sur C —2imZ qui ne s’annule pas sur le cercle Cy de centre 0 et rayon (2k + 1)m.
Le théoréme des résidus permet donc d’écrire

ZZKJ far(x,2) Z prsfzr(x,z).

Fixons x € [0,1]. La fonction z définit une fonction méromorphe

pe2inZ
lpl<(2k+1)7
eZinmx
En p € 2inZ*, la fonction z — x,z) a un pole simple de résidus ——.
P far(x,2) p p Qi)™

, 1
Evaluons le résidu en 0. C’est le coefficient de — dans le développement de
z

Laurent de f,,(x,z) autour de z = 0, c’est donc le coefficient de z>'~! dans le
zZX

autour de z = 0. C’est donc encore le

zZX

développement en série entiere de

autour de

coefficient de z%" dans le développement en série entiére de

z = 0. Grace a la question précédente, le résidus de z — f,,(x,z) en 0 est donc

bZr( )
(27).

. Ainsi,

bZr( ) e2i'r(mx
2znj forlx2 2 Z (2iTom)?r

mezZ
|2iTum|<( 2k+1)

Si z = Re'Y, alors

e — 1] = e2Re0s0 _ 9pRe0s0 ¢46(Rsin 0) + 1

= (eR09 _1)2 4 2¢R00 (] _ cos(Rsin 0)) (E.9)

donc
|ez_1|2|eRcose_1|_

1 1
Six >0 alors|e*—1|>x.Si x <-1In(2) alors |e*—1| > 5 Onadonc|e*—1|> 3

1
pour tout réel x tel que |x| > 1. En particulier, |e* — 1| > 5 si Rlcos O] > 1. Si



Annexe E. Corrigés des problémes

R|cos 6] <1 alors

1
Ry/1-— <R|sinfO| <R
R2

1 1 1
Or,R=(2k+1)x donc0<§§ E.Sixe [0,%] alors Vl—xzzl—gx d’ou

(2k+1)n—§ <Rlsin 0] < (2k + 1)

1
On en déduit que cos(Rsin0) < —5 Par (E.9), on a donc

3
le? — 1| > 2eR9(1 — cos(Rsin 0)) > 3859 > = > 1
e
et donc |e? — 1| > 1. Finalement, on a
1
ee—-1|>=
s
pour tout k € Z et tout 0 € R.
Si Rcos O < 0 alors
Xz _ echosG - 2
(e% — 1)22r - le? — 1|R2r = R2r’
SiRcos0>0,0onaxe[0,1]eton écrit
er* 1
_ 1)z (q )
e —1 ¢ ( " ez —1
pour obtenir
er* 1
< e(x—l)RcosG(l + )S 3
et-1 lez — 1|
puis
e 3
- <=
(ez _ 1)Z2r - R2r
On a donc
) < o5
pour tout k € Z et tout 0 € R.
On réécrit
1 b2 Zznmx
T f2r X, Z d - + Z (i) 2r
ITC Jc(0,(2k+1)m) (2imum)
1<|m|<k
en
k
_(2k+1) 0 by, (x -1) cos( 2nmx
=" er( (2k +1)me'®)el®do = (2r 2n Zrz
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3m(2k +1)
((2k + 1)m)*"

et donc J; tend vers 0 lorsque k tend vers +co. On a déduit

Jkl <

r—1

k
by, (x) = 2(27)! ((;:)m Y Cos(ézmx). (E.10)

m=1
pour tout x € [0,1]. C’est le développement en série de Fourier de la fonction
1-périodique qui coincide avec by, sur [0,1].

6) En choisissant x = 0 dans (E.10), on trouve

1 _ r—1 (27_()2;’
—(_1) 2(21,)! 2r-

[\/]»

2r
m
m=1
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La fonction theta, les nombres pentagonaux.

1) 1)

Pour tout ze H, tout we Cettoutne Z,on a

o Cen? .
g Imz=2mnlmw . ,-mn Imz+2m|n|-{lmw| (E.11)

Ieinnzz+2innw

On fixe z € H. Soit K un compact de C. La fonction w + |[Imw| est continue
donc bornée sur K. Il existe donc M > 0 tel que

imn?z+2imnw <e—'rm21mz+'r(|n|M

e

Pour |n| > (M +1)/Imz, on a donc

s ~
|ez'rm Z+2imMnw <e T(|71|‘
On en déduit que les séries
+00 —1
imn?z+2imnw imn?z+2imnw
w e et wre e
n=0 n=—00

convergent normalement sur K puis que la série

+00
Wi Z T 2+ 21w
n=—co
converge normalement sur tout compact de C et définit donc une fonction
entiere.
On fixe w € C. Soit K un compact de H. La fonction z — Im z est continue sur
K. Il existe donc M > 0 tel que Imz > M pour tout z € K. Par (E.11) on a donc

imn?z+2imnw < e—nMn2+2n|n|~|Im w|

e

Pour |n| > (1 + 2|Imw|)/M, on a donc

. B
’ez'rm Z+2imMnw <e nInI'
On en déduit que les séries
+00 -1
imn?z+2imnw imn?z+2imnw
Z e et zm— e
n=0 n=—o00

convergent normalement sur K puis que la série

+00
imn?z+2imnw
Z > e
n=—oo

converge normalement sur tout compact de H et définit donc une fonction
entiere.
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3) La démarche est semblable pour

+00

(z,w) > Z einz(n+w)2_

n=—00
Pourtoutze H,toutwe CettoutneZ,ona

imz(n+w)?| _ —nnzImze—n(ZnIm(zw)+Im(zw2))<

e —nnzye'rdnl(2|Im(zw)|+|1m(zw2)|).

|€ e

On fixe z = x + iy € H. Soit K un compact de C. La fonction

K — R
wo 2|Im(zw)|+|1m(zw2)|

est continue donc bornée. Il existe donc M > 0 tel que, pour tout n € Z et tout
wekK,ona

inz(n+w)? <e*Tm2;u+n|n|M

e

; 2
emz(n+w)

Pour |n| > (1 + M)/y, on a donc < e ™. On en déduit que les séries

+00 -
; 2 ; 2
W= § el'r(z(n+w) et Wi E ez'rcz(n+w)
n=0 n=—o0

convergent normalement sur K puis que la série

+o0
Wi E einz(n+w)2
f=—00

converge normalement sur tout compact de C et définit donc une fonction
entiere.
On fixe w € C. Soit K un compact de H. Les fonctions

K — R
zZ 2|Im(zw)|+|Im(zw2)|

et la fonction Im restreinte a K sont continues donc bornées, et en particulier
Im est minorée par une constante non nulle. Il existe donc M > 0 tel que, pour
toutneZettoutzeK,ona

inz(n+w)? <e—7(Mn2+T(|n|M

e

Pour |n| > (1 + M)/M, on a donc |ei“2(”+w)2 < e ™. On en déduit que les séries

+00

-1

; 2 ; 2

7 § emz(n+w) et zi> § emz(ner)
n=0 n=-—00
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1) 1)

convergent normalement sur K puis que la série

+00
PRI § einz(n+w)2

n=-—oo

converge normalement sur tout compact de H et définit donc une fonction
entiere.

Pour tout entier n € Z, on a 3n? + n > |n|. On en déduit

; ) ol
‘(_1)116111(311 +n)z <e |n| Imz‘

Soit K un compact de H. Il existe M > 0 tel que Imz > M pour tout z € K et

donc

< e—'rcM|n|'

I(_l )nei'r((3n2+n)z

On en déduit la convergence normale de

PN Z(_l)nein(3n2+n)z
nez
sur K. Cette série définit donc une fonction holomorphe sur H.

La fonction f est entiere et 1-périodique. Elle admet donc un développement

de Fourier
+00

flw) = Z ameZinmw

m=—oc0

avec .
a,, = J- fw)e 2™ dy  (w=u+iv)
0

pour tout m € Z. Ainsi,

+00 1
a, = Z J- emz(n+w)2—2mmw du (E.12)
0

n=-—oo

I'interversion sera justifiée en (E.13). Par changement de variable w < w+n,
on trouve

+oo n+1 . +00 )
a,, = E j em(zw—Zm)w du = J eln(zw—Zm)w du.
n=—co " —00
On écrit
; ; 2_,2/,2
ezn(zw—Zm)w — ez'rcz[(w—m/z) -m/z ]

pour obtenir
am = e!Tm (_1/2)J elnz(w—m/z) du.
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On choisit v =Im 2 et on obtient
i (1/2) [ gimau-mRe(1/2)R gy, _ girndc1/2) [ g
am — el m z el zZ(u—mle z du :el m z elT(Zx dx (E.13)
—0o —00
Cette intégrale est finie, cela justifie I'interversion faite en (E.12).
3) SizeiR™, on écrit z =iy et on obtient
+ + -
f ooeiT‘Z"2 dx = J Oo(f“y"2 dx = L = (E) 1/2.
—00 —00 \/? !
Fixons un compact de H. Si z est dans ce compact, alors Im z est minorée par
une constante non nulle. La fonction
+oo )
z F—)J e'™ dx (E.14)
—00
est donc holomorphe sur H. La fonction z > (z/i)™"/? étant aussi holomorphe
sur H, on obtient par prolongement analytique de (E.14) I’égalité
+ _
Ooeinzxz dx _ (E) 1/2
—oo i
pour tout z € H. On a alors
-1/2
H 2 -1 Z
4y, = pimm ( /z)(?) )
Ainsi,
_ +00
flw) = (E) 172 Z einmz(—l/z)eZinmw
! m=—co
puis
+00 +00
\/E Z einz(n+w)2 _ Z einmz(—l/z)+2inmw
! n=—00 m=—co
qui est la formule de transformation theta de Jacobi.
IIT) 1) Ona
+00 +00 +00
9,(z) = Z (_1)nzeinnzz _ Z (_1)nei'rm22 _ Z einnzz+2i'rm/2 _ S(Z,%).
Nn=—co n=—00 n=—oco
2) Ona

+00
S(z+2) = Z eirmzzeZiTmz _ Z einnzz = 9(2)

n=—oo n=—oo
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et donc
81 (Z + 1) = So(Z).
Ensuite
+00 +o00
Sy(z+1) = Z AT+ 1/4) jir(n+1/2P2 _ jin/4 Z im(n+1/2)z
n=—0o0 n=—o00

2

et puisque n° + n est pair,

9(z+1) = ™48, (2).

Enfin,
+00 too
9, (_l): Z einnz(—l/z)+2inn/2:\/§ Z Pi(n+1/2)%2
z n=—00 ! n=-—o0o

par la relation de transformation theta de Jacobi, et donc

9 (—%) - \/gsz(z).

En changeant z en —1/z dans cette égalité, on trouve

Vel

Soit D(z) = (99(2)9;(2)9,(z))%. On a

D(z+1) = (9;(2)9(2)9,(2))% (¢"™*)® = D(2)

o) (w(EWeeld) o]

En utilisant la relation de transformation theta avec w =0 on a

1 _ S imn?(-1/z) _ z S imn’z _ Z
%(-3)= L =T ) e =t

n=-—oo

et

donc

d’ou



p. 248 Annexe E. Corrigés des problemes
La fonction D vérifie donc la relation de modularité de poids 12. Sur Imz > 1,
les fonctions Yy, 9; et 9, sont bornées donc D est bornée. On en déduit que D
est modulaire de poids 12. Elle admet donc un développement de Fourier
+00 ]
D(z)= ) dye’™=.
n=0
Enfin,
+00
|82(Z)| < Z e—‘r((n+1/2)21m2
n=—oco
donc 9, puis D tendent vers 0 quand Imz tend vers +co. On en déduit que D
est parabolique (dy = 0). C’est donc un multiple de A.
4) Ona A =C(§)9;9,)%. On écrit
+00 .,
(z)=1+2) ™=
n=1
pour obtenir
So(z) =1+0(e™),
et
+00 ST
9(z)=1+ 22611171 lTn’z
n=1
pour obtenir
di(z)=1 +O(emz).
Enfin,
+00
9,(z) = RAcZZy N Z(einn(n—l)z +ei'rm(n+1)z)
n=1
donne . _
9(z) = 20iTZ/4 | (69ZT(Z/4)'
On a donc ' ‘
(30(2)81(2)92(2))® = 256%™ + O (™).
Ainsi, C=1/256 et
1
A= (Bod 9,)%.
IV) 1) On a
+00
_ imn?(3z)+2imn(z+1)/2 _ l i)
g(Z)—n:Z_Ooe =3(3z4 542
donc
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Par la formule de Jacobi, on trouve

2
= —e v E elzuz 16”
3i

ue2Z+1

Le changement de variable u « —u implique

z 2 z
elzuz16u: elzuzﬂ Zu

ue2Z+1 ue2Z+1
et donc
iEu’z—i%y 1 iEu?z—i%y iEulz+ily
Zelz 6 = — Zelz 6+Zelz 6
2
ue2Z+1 ue2Z+1 ue2Z+1
-1 2 TC
= Z e'z* Zcos|—u .
6
ue2Z+1
Ainsi,
(-2)= 5 ) efreos(u)
——)=,/=e'12z e'z" Zcos|—u .
8 z 31 6
ue2Z+1
Puisque
0 siu=3 (mod 6)
cos(—u): \/g
6 (—1)"7 siu=x1+6k keZ
on trouve

|

1\ [z+3 kina(iek)? _ L [Z im(zi1/2) kim(3k24k)z
s(-Z)=y5p e =g\ T )1 |

kez kez

Le changement de variable k «— —k conduit a

Z(_l)kein(:’)kz—k)z — Z(_l)kein(3k2+k)z

kezZ kezZ

et donc
Z( 1)k im(3k*+k)z -9 Z k zr( (3k*+k)z
keZ kez

puis
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3) Pour tout n € Z, I'entier 3n% + n = n(1 + 3n) est pari et donc ™3’ = 1 Tl en

résulte que g(z+ 1) = g(z) puis

+00 24 +00 24
e2in(z+1)[ Z (_1)nein(3n2+n)(z+1)] _ eZinz( Z (_1)7zein(3n2+n)z] )

n=-—oo n=-—oo

on tire
. 1\

Z_12e21n(—1/z)g(__) — 621nzg(2)24.

z

2imz 24

La fonction z > e“'™* g(z)* satisfait donc la relation de modularité de poids
12. Enfin, puisque 312 + 1 est toujours pair, on a

+00 +00
. ) .
(_1)neln(3n +n)z _ r(m)emez
avec
rmy= ) (1)
nez
3n+n=2m

Comme 3n? +n > 0 pour tout n € Z, on a r(m) = 0 si m < 0 et donc

+00 +oo
Z (_1)nein(3n2+n)z — Zr(m)eZiTth
n=-o0o m=0
puis
+00 24 +00
eZinz( Z (_1)nein(3n2+n)z] — Zt(m)eZinmz
n=-—00 m=1

2imz

pour une fonction t: N* — Z. On en déduit que z > e?™?g(z)?* est une forme

parabolique de poids 12 et donc qu’il existe D > 0 tel que
+00 24
2imz n im(3n%+n)z _
e (=1)"% ] = DA(z).
pu
On a r(0) = 0 (puisque 0 est racine simple de 3X? + X) et donc

+00 24
eZinz[ Z (_1)nein(3n2+n)z) -1+ O(e2in2)

n=-o00

d’ou D = 1. Finalement,

+00 24
eZinz( Z (_1)nein(3n2+n)z] = A(z).

n=-—oo
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4) Il résulte de la question précédente et du développement en produit de A que

+00 +0o0 24
_ J2imnz _ 1\ ,im(3n%+n)z
[T(1-e )24_[2( 1)e ] .

n=1 n=-—co
I1 existe donc une racine vingt-quatrieme de l'unité (z) telle que

+00 +00

caf J(1-c)= oy,

n=1 n=—o0o

Le produit de gauche ne s’annulant pas sur H, la fonction & y est continue
donc constante. En comparant le premier terme de chaque développement de
Fourier, on trouve & = 1 puis

+00 +00

Z (_1)nei’rc(3n2+n)z — ]_[(1 _ ezinnz)‘

n=—00 n=1
5) a) Pour tout entier N >1,0n a

I_[ Z Y e *"k—ZqZ Y Gt

n= k=0 1<n;<..<n <N k=0 1<n;<..<n<N
ny+-tn=d

Ensuite

N
D 3D RIS MERIEVEL

k=0 1<n;<...<ny k 1<n;<.<n;
ny+-+np=d ny+-+np=d
d’ou
+00 +00
[ Ja-am=) (Aa-Bag".
n=1 d=0
b) On a donc
+00 +00 5
Y (Ay=By)g"= ) (~1)"qr
n=0 H=—00

Pour tous entiers a et b, 'équation a(3a+1) = b(3b+1) équivaut a 3(a>~b?) =
b —a et n'a donc comme seule solution que a =b. Onadonc A, =B, =0
m(3m+ 1)

sauf s’il existe m € Z, nécessairement unique, tel que n = >

cas A, —-B, =(-1)".

auquel
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¢) Pour construire un chateau a n+ 1 cartes, on construit un chateau a n cartes,
on lui ajoute une base horizontale en utilisant n cartes puis on ajoute le
nouvel étage a I'aide de n+ 1 pieds, soit 2(n + 1) cartes. Si u,, est le nombre
de cartes nécessaires pour construire un chateau de n cartes, on a donc

MOZO
Upy1 =U,+3n+2 n=>0.

On a donc
a a n(3n+1
=) Gt =g = Y (3d-1)= "0,

d=1 d=1
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Le théoreme des quatre carrés
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E.4 . . s1 e
Crochets de Rankin-Cohen: un point de vue algébrique
1) a) On a ¢, € C'E, donc M, < oo = C[d,, Ey, Eg]. De plus, si f € M <s, alors
s .
= Z’F]q)]2 avec F; € My_»;.
j=0
On définit une application linéaire d de ME® dans M5 en posant

df = E:d qﬂ-+§1;3¢fld¢2 (E.15)

j=0 j=

pour toute f € Mf‘x’, et on étend par linéarité cette application en un endomor-
phisme linéaire de M:*. Montrons que c’est une dérivation de M. Soit

j=0 j=0
Sij>son pose F;=0etsij>fonposeG;=0.0naalors

D3 P

(I)]2 et Z E,Gy € Mk+€—2j~

j \a+b=j a+b=j
Ainsi,
d(fg)= Zd[ilﬁcb ¢+ Z][ZFGIJ ¢} doo.
i a+b=j i a+b=j

Lapplication d induit par linéarité une dérivation sur M,. On a donc

d(fe)= Z[ Y d(F)Gy+E,d(Gy) |+ Zf[ ) EG,
j

j \a+b=j a+b=j

q)];l do,

ce qu’on réécrit

Z[ Y Ed(Gy)|¢h+ Z[ Y EbGy 0] ds

i \a+b=j j \a+b=j

+Z[ Y d(E)G, ¢£+Z[ S aB,Gy | ' dd,
i \a+b=j j \a+b=j

= fd(g)+d(f)g.

1l en résulte bien que d est une dérivation sur M. Puisque df =df si f € M, et
d¢, = dd,, on étend bien l'application d en une dérivation homogene de degré 2
sur M en posant d = d.
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b) On a
Lf 8ld,n . R (G .
I;I«(n+k—l)!(n+€—l)!x _%Z[N« r;n(_l) (n+k Di(n+€-1)! dfd
’ d’g s
_Z« k+r— )X Z«s!(€+s—1)!X
relN seN
:f —-X)o(X
avec arf 4
ry _ ! r ~ _ Sg s
f(X)_Zr!(k+r—1)!X et g(X)‘Zsz(eH—mX'
relN seN
¢) De
b
~02XFrvy — (l)Z a df xb
e fX) Z X _bi(k+b—1)!
aeN
:Z r (-1)"~ bq);bdbf <
- bzo(r—b)!b!(k-i-b—l)!
on tire

r

_ ey TNr+k-1)! r—b 1b
fr‘z(_l) (r=b)bl(k+b—1)! b2 df

b=0

d) Ona fy=f e Mpet fj =—kd,f +df =9fy donc I’hypothese de récurrence est
vraie au rang initial. Soit > 0 tel que f; € My.pj et df; = fi1 —j(j +k—1)Pyf;y
pour tout j €{0,...,7}. On a f,o1 = of, +r(r + k= 1)Pyf,_ donc frg € My o(r41)-
Par définition de d, on a

dfrs1 =dfrp1 —(k+2r+2)dafri1
Or,
r+1
_ r—b+ (r+1)i(r +k)! r=b b r—b+1 3b+
dfm_é(_l) Tr TR (1 0es dad"f + gy )

:Sl+52+S3

avec
r

_ repr1 (T Dr+k) o
Sl‘;(_l) (r—b)bl(k+b—1)*2 d°f,

r+1

— r—b+1 (1’+ 1)! (T+k) r b+1 3b+1
SZ‘;H) (r—b+ 1)l (k+b—1)! Kk
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et
Ry rbe1 (T DI +k)! r—b 4b
53_§(_1) =ik o1y b2 4
On calcule
r+2
_ r—b (r+1)!(r +k)! r—b+2 1b
82_;(—1) b -kro-22 4
r+2
_ —b (r+1)N(r+k)! r—bs2 b
_;(_1) (r—b+2)!b!(k+b—2)!bq)2 df
et
r+2 ! )
S; = Z(—l)r‘b+1 = ;TZ;,)bE:kZ 1)7 m—y (r=b+1)(r—b+2)p5+2dbf.
£ b !
Ainsi,

r+2

— (r+ 1D)(r+k)! b+
S,+S; = ;(—1) b(r_b+2)!b!(k+b_1)![b(b+k—1)—(r-b+1)(r—b+2)]¢2 br2gby,

On a alors

r+2

3 b (r+ D)(r+k)! T 3
8fr+1—;(—1) (r—b+2)!b!(k+b—1)![b(b+k 1)=(r=b+1)(r-b+2)

r+Dr+k)!
(r—b)!b!(k+b_1)!q)2 d’f.

(k24 2)(r+2- D)5 PR f 4 Dy Y (~1) !
b=0

Le terme entre crochets vaut (r + 2)(k+r+ 1) donc

Ifpar = freo = (r+ 1)(r + k) Dy f,

puis
fraa = 0fp1 + (r + 1)(r + k) Dy f;

qui est la formule attendue.

e) Ona
FI=X0(%) = Z[

neN

(-1y )
Z ri(r+k—=1)!sl(s+€— 1)!frgs]X

r+s=n
d’ou

[ 8lan = i(—l)r(” vk 1)(”*" - 1)frgnr.

n—r r
r=0
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2) Ona f, € My, et g € My, o, pour tous r donc [f,g]gm, n € Miie+2,- Par unicité
de la suite (f,),>o définie par la récurrence

{ fo=f
fre1=0fe +r(r+k=1)Dyuf,y (r=0)

on déduit de la question précédente que

fr r _ ,—02 X7
rEZ[N«r!(rJrk—l)!X = e X).

De méme 2
I - A T P P9,y
er!(r+€—1)!X ¢8I,
reN

On a donc

IEEL N e =17

n—r r
r=0

puis [, glo.w,n = [f>&8ldn-
3) On résume ce qui préceéde. Soit d est une dérivation homogene de degré 2 sur M,.
Soit ¢, € M? non nulle et @4 € My. On définit sur M= une dérivation d en posant

df = of +kbof
d(l)2 = (D4 + (1)%

Si f € My et g€ My, on pose

n

=Y (" Jarparg

n—r r
r=0
On a alors [f, gldn € Miieron et

[f'g]d,n = i(_l)r(”+k—1)(n+€—1

r=0

)frgn—r

n—-r r

ou (fy)r>0 et (g,)r>0 sont définies par récurrence par

{ fo=f { 8o=8
fror=0fp +r(r+k=1)Dyuf, (r20) (g1 =09g +r(r+l—-1)Dyg,; (r=0)

(en posant rf,_; =0etrg,_; =0sir=0).
Pour d, on choisit la dérivation de Serre définie pour tout k > 0 par
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1
et prolongée par linéarité a M,. On choisit ¢, = EEZ. SifeMgonaalorsdf =Df.
1 1
On choisit ensuite Py = —mE4 de sorte que d¢, = ¢3 + Dy implique dE, = EE% -
1
ﬁE‘l = DE,. Ainsi a-t-on d = D sur toute 'algébre M=%. On a donc, quelques soient

f € My et g€ My, I'égalité [f, gl = [f,gl, puis

=Y o) e

n—r r
r=0

avec (f,);>0 et (g-),>0 définies par récurrence par

fo=f
k+2r 1
fre1 = (D— TEz)fr - mr(“‘ k—1)Eyf,.y (r=0)
et
8o=§

k+2r 1
gr+1:(D_ 12 E2)gr_mr(r+€_1)E4gr—l (720)

En particulier, [f,g], € Mizion-
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