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Problème no 1

On calcule l’espérance et la variance à tout instant du nombre d’am-
poules allumées dans une pièce, la probabilité à chaque instant que
l’une des deux ampoules grille étant de 1/2.

Mise en place du problème
1. À l’instant initial, les deux ampoules sont allumées. La variable aléatoire X0 est

donc constante égale à 2. Son espérance est alors 2 et sa variance est nulle.

P(X0 = 2) = 1 E(X0) = 2 V(X0) = 0.

2. Si deux ampoules sont allumées à l’instant n, la probabilité que les deux grillent est(1
2

)2
=

1
4

. La probabilité que les deux restent allumées est
(
1− 1

2

)2
=

1
4

. La probabilité

qu’une reste allumée et qu’une grille est donc 1−
(1

4
+

1
4

)
=

1
2

. On a donc

P(Xn=2) (Xn+1 = 2) =
1
4
, P(Xn=2) (Xn+1 = 1) =

1
2
.

3.
Le résultat est donné table 1.

a
b

0 1 2

0 1 0 0

1
1
2

1
2

0

2
1
4

1
2

1
4

Table 1 – Probabilité P(Xn=a)(Xn+1 = b)



4. Puisque (Xn−1 = k)k∈{0,1,2} étant un système complet fini d’évènements, la formule
des probabilités totales conduit à

∀j ∈ {0,1,2} P(Xn = j) =
2∑

k=0

P(Xn−1=k)(Xn = j)P(Xn−1 = k).

Compte-tenu du tableau 1, on trouve

P(Xn+1 = 0) = P(Xn = 0) +
1
2

P(Xn = 1) +
1
4

P(Xn = 2)

P(Xn+1 = 1) =
1
2

P(Xn = 1) +
1
2

P(Xn = 2)

P(Xn+1 = 2) =
1
4

P(Xn = 2).

On a donc 
P(Xn+1 = 0)
P(Xn+1 = 1)
P(Xn+1 = 2)

 =


1

1
2

1
4

0
1
2

1
2

0 0
1
4



P(Xn = 0)
P(Xn = 1)
P(Xn = 2)


c’est-à-dire

∀n ∈ N Un+1 = AUn.

Espérance et variance des Xn
5.

a. La variable aléatoire Xn prend ses valeurs dans {0,1,2}. On a donc

E(Xn) = 0 · P(Xn = 0) + 1 · P(Xn = 1) + 2 · P(Xn = 2)

=
(
0 1 2

)
P(Xn = 0)
P(Xn = 1)
P(Xn = 2)

 .
On en déduit

∀n ∈ N E(Xn) = L1Un.

b. On calcule L1A =
(
0 1/2 1

)
et donc

L1A =
1
2

L1.

Grâce à la question précédente et à la question 4, on calcule alors

E(Xn+1) = L1Un+1 = L1AUn =
1
2

L1Un

et donc
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∀n ∈ N E(Xn+1) =
1
2

E(Xn).

c. La suite (E(Xn))n∈N est géométrique de premier terme E(X0) = 2 et de raison 1/2.
On a donc

∀n ∈ N E(Xn) =
1

2n−1 .

6.
a. En utilisant la formule de transfert avec la fonction f définie par f (x) = x2 pour

tou réel x, on calcule

E(X2
n) =

2∑
k=0

k2P(Xn = k) = P(Xn = 1) + 4P(Xn = 2).

On a donc

∀n ∈ N E(X2
n) = L2Un.

b. On calcule L2A =
(
0 1/2 3/2

)
. Pour tout couple (α,β) de réels, on a

L2A = αL1 + βL2⇐⇒
{

α+ β = 1/2

2α+ 4β = 3/2

⇐⇒
{
α+ β = 1/2

2β = 1/2 (L2←L2 − 2L1)
.

On en déduit

L2A =
1
4

L1 +
1
4

L2.

c. Grâce aux questions a et b, on calcule

E(X2
n+1) = L2Un+1 = L2AUn =

1
4

L1Un +
1
4

L2Un =
1
4

E(Xn) +
1
4

E(X2
n)

la dernière égalité étant conséquence de 5a et 6a. En utilisant 5c, on obtient finalement

∀n ∈ N E(X2
n+1) =

1
4

E(X2
n) +

1
2n+1 .

d. Pour tout n ∈ N, on calcule

1
4
un +

(1
2

)n+1
=

1
2n+1 +

1
2n+1 =

1
2n = un+1.

Ainsi
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∀n ∈ N un+1 =
1
4
un +

(1
2

)n+1
.

e. Pour tout n ∈ N, on a

vn+1 = E(X2
n+1)−un+1

=
1
4

E(X2
n) +

1
2n+1 −

1
4
un −

(1
2

)n+1
d’après 6c et 6d

=
1
4

(
E(X2

n)−un
)

=
1
4
vn.

D’autre part, v0 = E(X2
0) − 2 et E(X2

0) = 4 car X0 est constante égale à 2. On a donc
démontré que

la suite (vn)n∈N est géométrique de raison
1
4

et de premier terme 2.

f. Soit n ∈ N. On déduit de la question précédente que

vn =
2
4n =

1
22n−1 .

On a donc

∀n ∈ N E(X2
n) =

1
2n−1

(
1 +

1
2n

)
.

7. Soit n ∈ N. On a V(Xn) = E(X2
n)−E(Xn)2. En utilisant les question 6f et 5c, on trouve

donc
V(Xn) =

1
22n−1 +

1
2n−1 −

1
22n−2

et donc

∀n ∈ N V(Xn) =
1

2n−1

(
1− 1

2n

)
.
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Problème no 2

Partie A : interpolation de Lagrange

Soit f une fonction de R dans R et a1, . . . , an des réels distincts. On
montre qu’il existe un unique polynôme de degré au plus n− 1 qui
prend en chaque ak la valeur f (ak). Ce polynôme est le polynôme
d’interpolation de f en les points d’abscisses a1, . . . , an.

I. Le polynôme Lk est un polynôme de degré n−1 comme produit de n−1 polynômes
de degré 1. Soit j , k. Alors

Lk(aj ) =
aj − aj
ak − aj

∏
1≤i≤n
i,j
i,k

aj − ai
ak − ai

= 0

et si j = k alors

Lk(ak) =
∏

1≤i≤n
i,k

ak − ai
ak − ai

= 1.

Le polynôme Lk vérifie donc

Lk(ai) =
{

0 si i , k

1 si i = k.

Réciproquement, soit P ∈ Rn−1[X] tel que

P(ai) =
{

0 si i , k

1 si i = k.

On a alors
∀i ∈ ~1,n� (P− Lk)(ai) = 0.

Le polynôme P− Lk de degré inférieur ou égal à n− 1 admet donc au moins n > n− 1
racines distinctes. C’est donc le polynôme nul.

Le polynôme Lk est l’unique polynôme de degré inférieur où égal à n qui s’annule
en ai pour tout i ∈ ~1,n�− {k} et qui prend la valeur 1 en ak .

II.
1. L’application F est une application entre le sous-espace vectoriel réel Rn−1[X]

de R[X] et l’espace vectoriel réel Rn. Soit (λ,µ) ∈ R2 et (P,Q) ∈ Rn−1[X]2. Alors

F(λP + µQ) = ((λP + µQ)(a1), . . . , (λP + µQ)(an))

= (λ · P(a1) + µ ·Q(a1), . . . ,λ · P(a1) + µ ·Q(a1))
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par définition de l’addition et du produit externe de Rn−1[X]

= λ (P(a1), . . . ,P(an)) + µ (Q(a1), . . . ,Q(an))

par définition de l’addition et du produit externe de Rn

= λF(P) + µF(Q).

L’application F est linéaire.

2. Pour tout entier naturel k, on a

F(P) = ek⇔∀i ∈ ~1,n� P(ai) = ek,i

⇔∀i ∈ ~1,n� P(ai) =
{

0 si i , k

1 si i = k

⇔ P = Lk .

Il existe un unique polynôme P de Rn−1[X] tel que F(P) = ek . Ce polynôme est Lk .

3. Soit (λ1, . . . ,λn) ∈ Rn. Pour tout P ∈ Rn−1[X], on a

F(P) = (λ1, . . . ,λn)⇔ F(P) =
n∑

j=1

λjej .

D’autre part,

F

 n∑
j=1

λjLj

 =
n∑

j=1

λjF(Lj ) =
n∑

j=1

λjej .

Pour tout (λ1, . . . ,λn) ∈ Rn, le polynôme P =
∑n

j=1λjLj vérifie F(P) = (λ1, . . . ,λn). On en
déduit que

L’application linéaire F est surjective.

Enfin, F est une application linéaire entre deux espaces vectoriels de même dimension
finie n. La surjectivité suffit donc à prouver que

L’application linéaire F est bijective.

III.
1. Puisque (f (a1), . . . , f (an)) ∈ Rn et F est bijective, il existe un unique polynôme

P ∈ Rn−1[X] tel que F(P) = ((f (a1), . . . , f (an)).

Il existe un unique polynôme P de Rn−1[X] tel que

∀i ∈ ~1,n�, P(ai) = f (ai).

2. D’après la question II.3, l’unique P ∈ Rn−1[X] tel que P(ai) = f (ai) pour tout
i ∈ ~1,n� est
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P =
n∑

j=1

f (aj )Lj .

Partie B : erreur d’interpolation

On donne un majorant de l’erreur commise en remplaçant une fonc-
tion par son polynôme d’interpolation.

I.
1. Le théorème de Rolle s’énonce de la façon suivante.

Soit g une fonction à valeurs réelles définie et continue sur l’inter-
valle [u,v] (u , v) et dérivable sur ]u,v[. On suppose g(u) = g(v).
Alors, il existe c ∈]u,v[ tel que g ′(c) = 0.

2. Pour tout n ∈ N∗, on note H(n) l’hypothèse « soit h une fonction n fois dérivable
sur l’intervalle [a,b] (a , b) et s’annulant en n+ 1 points distincts de [a,b]. Alors h(n)

s’annule au moins une fois sur [a,b] ».
L’hypothèse H(1) est vraie. Soit en effet h dérivable sur [a,b] s’annulant en u et

v tels que a ≤ u < v ≤ b. Alors h est continue sur [u,v] et dérivable sur ]u,v[. On a
h(u) = h(v). En appliquant le théorème de Rolle à h sur [u,v], on trouve que h′ s’annule
sur ]u,v[⊂ [a,b].

Soit n ∈ N∗ tel queH(n) est vraie. Soit f une fonction dérivable n+ 1 fois sur [a,b] et
u1, . . . ,un+2 des réels annulant f tels que

a ≤ u1 < . . . < un+2 ≤ b.

Pour tout i ∈ ~1,n+ 1�, la fonction f est continue sur [ui ,ui+1], dérivable sur ]ui ,ui+1[ et
f (ui) = f (ui+1). Grâce au théorème de Rolle, il existe vi ∈]ui ,ui+1[ tel que f ′(vi) = 0. Si
(i, j) ∈ ~1,n+ 1�2 est tel que i , j alors ]ui ,ui+1[∩]uj ,uj+1[= ∅ et donc vi , vj . La fonction
f ′ s’annule n+ 1 fois sur [a,b] où elle est est n fois dérivable. Grâce à l’hypothèse de
récurrence utilisée avec h = f ′, on trouve que la dérivée ne de f ′ s’annule au moins
une fois sur [a,b] et donc que f (n+1) s’annule au moins une fois sur [a,b]. L’hypothèse
H(n+ 1) est vraie.

L’hypothèseH(1) est vraie. Pour tout n ∈ N∗, siH(n) est vraie alorsH(n+ 1) est vraie.
Par récurrence, on en déduit que pour tout tout n ∈ N∗, l’hypothèse H(n) est vraie.

On a montré le résultat suivant.

On suppose que g est n fois dérivable sur [a,b] et s’annule en au moins n+ 1 points
distincts de [a,b]. Alors g(n) s’annule en au moins un point de [a,b].

II.
1. Pour tout j ∈ ~1,n+ 1�, on a

∏n
k=1

aj−ak
c−ak = 0 (puisque le facteur correspondant

à j = k est nul) et f (aj) = P(aj) puisque P est le polynôme d’interpolation de f en les
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points d’abscisse a1, . . . , an. On a donc gc(aj ) = 0. Cela fournit n points d’annulation de
gc.

De plus,
∏n

k=1
c−ak
c−ak = 1 (chaque facteur du produit est égal à 1) donc

gc(c) = f (c)− P(c)− (f (c)− P(c))
n∏

k=1

c − ak
c − ak

= 0.

Puisque c n’est pas l’un des réels a1, . . . , an, cela fournit un n+ 1e point.

La fonction gc s’annule n+ 1 fois.

2. La fonction f est dans Cn([a,b]. Elle est donc en particulier n fois dérivable sur
[a,b]. Les applications P et x 7→ x−ak

c−ak sont polynomiale donc C∞([a,b] et en particulier n
fois dérivable sur [a,b]. On en déduit que

la fonction gc est n fois dérivable sur [a,b].

On a de plus montré dans la question précédente que la fonction gc s’annule n+ 1 fois
dans [a,b]. Il résulte alors de la question I.2 que

la fonction gc s’annule au moins une fois sur [a,b].

3. Dans R[X], on a

Q(X) =
n∏

k=1

X − ak
c − ak

=
1

n∏
k=1

(c − ak)

∏
k=1

(X − ak).

C’est un produit de polynômes de degré n et donc un polynôme de degré n. Le coeffi-
cient dominant est

D =
1

n∏
k=1

(c − ak)

.

On a donc Q(X) = DXn + R(X) avec R un polynôme de degré n− 1 dont la dérivée ne est
donc nul. On en déduit que Q(n) = n!D et donc

∀x ∈ [a,b] h
(n)
c (x) =

n!∏n
k=1(c − ak)

.

Enfin, le polynôme P étant de degré au plus n− 1, sa dérivée ne est nulle et donc

∀x ∈ [a,b] g
(n)
c (x) = f

(n)
c (x)− n!∏n

k=1(c − ak)
(f (c)− P(c)) .
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III.

1. La question II.2 montre que g
(n)
c s’annule sur [a,b]. Soit donc ζ ∈ [a,b] tel que

g
(n)
c (ζ) = 0. Grâce à II.3, on obtient

f (n)(ζ) =
n!∏n

k=1(c − ak)
(f (c)− P(c)) .

On a alors

f (c)− P(c) =
f (n)(ζ)
n!

n∏
k=1

(c − ak).

2. Si c ∈ {a1, . . . , an}, on a P(c) = f (c) par définition de P comme polynôme d’inter-
polation de f en les points d’abscisse a1, . . . , an. D’autre part,

∏n
k=1(c − ak) = 0 puisque

l’un des facteurs est nul. Le résultat de la question précédente est donc encore valable
s’il existe j ∈ ~1,n� tel que c = aj . Finalement,

∀c ∈ [a,b] ∃ζ ∈ [a,b] f (c)− P(c) =
f (n)(ζ)
n!

n∏
k=1

(c − ak).

3. La fonction f appartenant à Cn([a,b], la fonction f (n) est continue sur [a,b]. La
fonction

∣∣∣f (n)
∣∣∣ admet donc un maximum sur [a,b] et

∀ζ ∈ [a,b]
∣∣∣f (n)(ζ)

∣∣∣ ≤ max
x∈[a,b]

∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣.

La fonction c 7→
∏n

k=1(c − ak) est polynomiale donc continue sur [a,b]. La fonction
c 7→

∏n
k=1|c − ak | est donc continue sur [a,b] et admet un maximum. On a alors

∀c ∈ [a,b]

∣∣∣∣∣∣∣
n∏

k=1

(c − ak)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ max
x∈[a,b]

n∏
k=1

|x − ak |.

Il résulte donc de la question précédente que

∀c ∈ [a,b] |f (c)− P(c)| ≤
1
n!

max
x∈[a,b]

∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣× max

x∈[a,b]

n∏
k=1

|x − ak |.

Enfin, la fonction |f − P| est continue sur [a,b], elle admet donc un maximum. Ce
maximum est atteint en au moins un réel c0 ∈ [a,b] et on applique l’inégalité précédente
à c = c0. On trouve

max
x∈[a,b]

|f (x)− P(x)| ≤
1
n!

max
x∈[a,b]

∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣× max

x∈[a,b]

n∏
k=1

|x − ak |.
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Partie C : un exemple

Sur un exemple, on compare deux méthodes d’approximation basées
sur les polynômes d’interpolation. Dans les deux méhodes, on divise
l’intervalle de définition de la fonction en n sous-intervalles de même
longueur.

— 1re méthode : on approche la fonction par le polynôme d’in-
terpolation en les points d’abscisses définies par les bords des
sous-intervalles ;

— 2e méthode : sur chacun des sous-intervalles, on approche la
fonction par le polynôme d’interpolation en les points d’abs-
cisses les bords des sous-intervalles.

I. Première méthode.
1. Grâce à A.III.2, on a

P = f (0)L1 + f
(
π

2

)
L2 + f (π)L3 = L2

et donc
P =

X − 0
π/2− 0

· X −π
π/2−π

puis

P = − 4
π2 X(X −π).

2. Grâce à B.III.3, on a

∀x ∈ [0,π] |f (x)− P(x)| ≤ max
t∈[0,π]

|f (x)− P(x)|

≤ 1
3!

max
t∈[0,π]

∣∣∣sin(3)(t)
∣∣∣ max
t∈[0,π]

(
|t − 0| ·

∣∣∣∣t − π

2

∣∣∣∣ · |t −π|) .
Pour tout réel t, on a

∣∣∣sin(3)(t)
∣∣∣ = |cos(t)| ≤ 1 donc

∀x ∈ [0,π] |f (x)− P(x)| ≤ max
t∈[0,π]

∣∣∣∣t (t − π
2

)
(t −π)

∣∣∣∣
6

.

3. La fonction M : t 7→ t
(
t − π

2

)
(t −π) est dérivable sur [0,π] et

∀t ∈ [0,π] M′(t) = 3t2 − 3πt +
π2

2
.
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Le discriminant du polynôme 3X2 − 3πX + π2

2 est 3π2 > 0 et les racines

π

2
− π
√

3
6

π

2
+
π
√

3
6

.

On calcule

M
(
π

2
− π
√

3
6

)
=

(
π

2
− π
√

3
6

)(
−π
√

3
6

)(
−π

2
− π
√

3
6

)
=

(
π

6

)3√
3
(
3−
√

3
)(

3 +
√

3
)

=
(
π

6

)3√
3 · 6

=
π3
√

3
36

.

De semblable façon,

M
(
π

2
+
π
√

3
6

)
=

(
π

2
+
π
√

3
6

)
· π
√

3
6
·
(
−π

2
+
π
√

3
6

)
= −

(
π

6

)3√
3
(
3−
√

3
)(

3 +
√

3
)

= −
(
π

6

)3√
3 · 6

= −π
3
√

3
36

.

Le tableau de variations de M est le tableau suivant.

t 0 π/2−π
√

3/6 π/2 +π
√

3/6 π

M′(t) + 0 − 0 +

M(t)
0%

π3
√

3/36
& −π3

√
3/36 %

0

Puisque la fonction M est continue sur [0,π], on déduit de ce tableau de variations que

∀t ∈ [0,π] − π3
√

3
36

≤M(t) ≤ π3
√

3
36

et donc

∀t ∈ [0,π] |M(t)| ≤
π3
√

3
36

.

On déduit alors de la question précédente que

∀x ∈ [0,π] |f (x)− P(x)| ≤
π3
√

3
216

.

II. Seconde méthode.
1. Si n = 1, le polynôme P0 est le polynôme d’interpolation de f en 0 et π. On a

donc
P0 = sin(0)L1 + sin(π)L2 = 0.

On a donc
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0 π/2 π

1

Figure 1 – Graphe de Q2

Q1 = 0.

Si n = 2 alors
— le polynôme P0 est le polynôme d’interpolation de f en 0 et π/2 donc

P0 = sin(0)L1 + sin
(
π

2

)
L2 = L2 =

X − 0
π/2− 0

=
2
π

X ;

— le polynôme P1 est le polynôme d’interpolation de f en π/2 et π donc

P1 = sin
(
π

2

)
L1 + sin(π)L2 = L1 =

X −π
π/2−π

= − 2
π

(X −π).

On en déduit que

Q2(x) =


2
π
x si x ∈

[
0,

π

2

[
;

− 2
π

(x −π) si x ∈
[
π

2
,π−

[
.

Le graphe de Q2 est représenté figure 1.
2. Pour tout j ∈ ~0,n−1�, la fonction Pj est continue sur

[
jπ
n , (j+1)π

n

]
car polynomiale.

La fonction Qn est donc continue sur [0,1] sauf éventuellement en les réels jπ
n avec

j ∈ ~1,n− 1�.
Soit j ∈ ~1,n− 1�. Par continuité à gauche de Qn en jπ

n , on a

lim
x→jπ/n
x<jπ/n

Qn(x) = Pj−1

( jπ
n

)
.

Par continuité à droite de Qn en jπ
n , on a

lim
x→jπ/n
x>jπ/n

Qn(x) = Pj
( jπ
n

)
.
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La fonction Qn est donc continue en jπ
n si et seulement si

Pj−1

( jπ
n

)
= Pj

( jπ
n

)
.

Puisque Pj−1 est le polynôme d’interpolation de sin en les points d’abscisses (j−1)π
n et

jπ
n , on a

Pj−1

( jπ
n

)
= sin

jπ

n
.

Puisque Pj est le polynôme d’interpolation de sin en les points d’abscisses jπ
n et (j+1)π

n ,
on a

Pj
( jπ
n

)
= sin

jπ

n
.

On a donc

Pj−1

( jπ
n

)
= Pj

( jπ
n

)
.

Finalement,

la fonction Qn est continue sur [0,π].

3. Soit a < b deux réels. La fonction x 7→ (x − a)(x − b) est négative sur [a,b] et

minimale en a+b
2 (sa dérivée est 2x − (a+ b)). Son minimum vaut − (b−a)2

4 et donc

∀x ∈ [a,b] |(x − a)(x − b)| ≤
(b − a)2

4
.

En appliquant ceci à a = kπ
n et b = kπ

n + π
n , on obtient que

∀x ∈
[
kπ

n
,
(k + 1)π

n

] ∣∣∣∣∣∣
(
x − kπ

n

)(
x − (k + 1)π

n

)∣∣∣∣∣∣ ≤ π2

4n2 .

4. Soit k ∈ ~0,n− 1�. Pour tout x ∈
[
kπ
n , (k+1)π

n

[
, on a

|f (x)−Qn(x)| = |f (x)− Pk(x)| ≤
1
2

max
t∈

[
kπ
n , (k+1)π

n

[
∣∣∣∣∣∣
(
t − kπ

n

)(
t − (k + 1)π

n

)∣∣∣∣∣∣
grâce à B.III.3 et parce que

∣∣∣sin(2)
∣∣∣ = |sin| ≤ 1. En utilisant la question précédente, on

trouve

|f (x)−Qn(x)| ≤
π2

8n2 .

On a

[0,π[ =
n−1⋃
k=0

[
kπ

n
,
(k + 1)π

n

[
et f (π) = Pn−1(π) = Qn(π).

On en déduit que
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∀x ∈ [0,π] |f (x)−Qn(x)| ≤
π2

8n2 .

III. Dans la première méthode, l’erreur commise en approchant f par le polynôme P

est au plus π3
√

3
216 . Dans la deuxième méthode, l’erreur commise en approchant f par

la fonction affine par morceaux Qn est au plus π2

8n2 . On dira que la première méthode
est meilleure que la première si et seulement si l’on est sûr que l’erreur commise en
appliquant la première méthode est inférieure au majorant de l’erreur commise en
utilisant la deuxième méthode. La première méthode est donc meilleure si et seulement
si

π3
√

3
216

≤ π2

8n2 ⇔ n ≤


√

27

π
√

3

.
On en déduit que

— La première méthode est meilleure si n ≤ 2 ;
— le seconde méthode est meilleure du n ≥ 3.

Partie D : déterminant de Vandermonde

En utilisant deux méthodes, on établit une condition nécessaire et
suffisante à l’inversibilité de la matrice de Vandermonde. La première
méthode utilise la bijectivité de l’application linéaire F introduite
partie A. La deuxième méthode repose sur un calcul de déterminant
par récurrence. Ce calcul n’utilise que les propriétés élémentaires du
déterminant.

I. Si n = 2, alors A =
(

1 a1
1 a2

)
et donc

si n = 2 alors det A = a2 − a1.

Si n = 3, alors

det A = det


1 a1 a2

1
1 a2 a2

2
1 a3 a2

3


=

1 a1 a2
1

0 a2 − a1 (a2 − a1)(a2 + a1) L2→L2 −L1
0 a3 − a1 (a3 − a1)(a3 + a1) L3→L3 −L1

= (a2 − a1)(a3 − a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1
1 a2 a2 + a1
1 a1 a3 + a1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Or, ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1
1 1 a2 + a1
1 1 a3 + a1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1 a1 a2

1
0 1 a2 + a1
0 0 a3 − a2 L3→L3 −L2

= (a3 − a2).

On en déduit

si n = 3 alors det A = (a2 − a1)(a3 − a1)(a3 − a2).

II. Première méthode.
1. On munit Rn−1[X] de sa base canonique (1,X,X2, . . . ,Xn−1) et Rn de sa base

canonique (e1, . . . , en). Pour tout j ∈ ~0,n− 1�, on a

F(Xj ) = (aj1, . . . , a
j
n) =

n∑
k=1

a
j
kek .

Ainsi,

la matrice A est la matrice de F dans les bases canoniques de Rn−1[X] et Rn.

2. Supposons que pout tout (j,k) ∈ ~0,n− 1�2, si j , k alors aj , ak. L’application
linéaire F est donc bijective grâce à la question A.II.3. La matrice de F dans toute base
est donc inversible. En particulier,

Si les ak sont deux à deux distincts alors A est inversible.

3. S’il existe (j,k) ∈ ~0,n − 1�2 tel que j , k et aj = ak, alors la matrice A a deux
lignes identiques. Son déterminant et donc nul.

Si deux des ak sont égaux, la matrice A n’est pas inversible.

4. Les deux questions précédentes montrent que

la matrice a est inversible si et seulement si les ak sont deux à deux distincts.

III. Seconde méthode.
1. Le polynôme P est de degré n−1 comme produit de n−1 polynômes de degré 1.

Chacun des facteurs de degré 1 a 1 pour terme dominant. On en déduit :

il existe (λ0, . . . ,λn−2) ∈ Rn−1 tel que P(X) = Xn−1 +λn−2Xn−2 + . . .+λ1X +λ0.

2. Pour tout j ∈ ~1,n�, le je terme de la colonne Cn +λn−2Cn−1 + . . .+λ0C1 est

an−1
j +λn−2a

n−2
j + . . .+λ0a

0
j = P(aj ) =

0 si 1 ≤ j ≤ n− 1 ;

P(an) si j = n.

On a donc
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Cn +λn−2Cn−1 + . . .+λ0C1 =


0
...
0

P(an)

 .
3. L’opération élémentaire Cn← Cn +λn−2Cn−1 + . . .+λ0C1, montre que

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2
1 . . . an−2

1 0

1 a2 a2
2 . . . an−2

2 0
...

...

1 an−1 a2
n−1 . . . an−2

n−1 0

1 an a2
n . . . an−2

n P(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

En développant par rapport à la dernière colonne, on trouve

det(A) = P(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2
1 . . . an−2

1

1 a2 a2
2 . . . an−2

2
...

...

1 an−2 a2
n−2 . . . an−2

n−2

1 an−1 a2
n−1 . . . an−1

n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4. Pour tout entier n ≥ 2, pour tout (a1, . . . , an) ∈ Rn, on note

∆(a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2
1 . . . an−1

1

1 a2 a2
2 . . . an−1

2
...

...

1 an−1 a2
n−1 . . . an−1

n−1

1 an a2
n . . . an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Pour tout entier n ≥ 2, on noteH(n) l’hypothèse : « pour tout (a1, . . . , an) ∈ Rn, ∆(a1, . . . , an) =∏
1≤k<`≤n (a` − ak) ».

D’après I, pour tout (a1, a2) ∈ R2, on a ∆2 = a2 − a1. Or
∏

1≤k<`≤2 (a` − ak) = a2 − a1.
L’hypothèse H(2) est vraie.
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Soit n ≥ 2 tel que H(n) est vraie. Soit (a1, . . . , an+1) ∈ Rn+1. Alors, par III.3, on a

∆(a1, . . . , an+1) =

 n∏
k=1

(an+1 − ak)

∆(a1, . . . , an)

=

 n∏
k=1

(an+1 − ak)

 ∏
1≤k<`≤n

(a` − ak) grâce à H(n)

=
∏

1≤k<`≤n+1

(a` − ak) .

L’hypothèse H(n+ 1) est donc vraie.
L’hypothèse H(2) est vraie. pour tout entier n ≥ 2, si l’hypothèse H(n) est vraie,

alors l’hypothèse H(n+ 1) est vraie. Par récurrence, on en déduit que

∀(a1, . . . , an) ∈ Rn,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2
1 . . . an−1

1

1 a2 a2
2 . . . an−1

2
...

...

1 an−1 a2
n−1 . . . an−1

n−1

1 an a2
n . . . an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤k<`≤n

(a` − ak) .

5. La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Or
le produit

∏
1≤k<`≤n (a` − ak) est nul si et seulement si l’un des facteurs a` − ak est nul

donc si et seulement si au moins deux des ak sont égaux.

La matrice a est inversible si et seulement si les ak sont deux à deux distincts.

Partie E : application à la recherche de paraboles

Soit A1, A2 et A3 trois points distincts du plan affine euclidien. On
montre qu’il existe au moins une parabole passant par ces trois points
si et seulement s’ils ne sont pas alignés et que s’il existe une telle
parabole, alors il en existe une infinité dont on caractérise les axes.

I.
1. Pour toute parabole P d’axe parallèle à D, il existe (γ,β,γ) ∈ R×R×R∗ tel que

l’équation de P est y = αx2 + βx + γ. Un point du plan de coordonnées (x,y) passe
donc par une parabole d’axe D si et seulement s’il existe (γ,β,γ) ∈ R×R×R∗ tel que
y = αx2 + βx+ γ. On en déduit qu’
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il existe une parabole d’axe parallèle à D et passant par A1, A2 et A3 si et seulement
s’il existe (γ,β,γ) ∈ R×R×R∗ tel que

(S)


γ + a1β+ a2

1α = b1

γ + a2β+ a2
3α = b2

γ + a3β+ a2
3α = b3.

2. Soit (j,k) ∈ ~1,3�2 tels que j , k et aj = ak. Alors les lignes j et k du système S
ont même membre de gauche. Dans ce cas, si le système a des solutions, alors bj = ak et
alors Aj = ak ce qui contredit les hypothèses.

Si deux des points A1, A2 et A3 ont même abscisse, alors le système (S) n’a pas de
solution.

3.

a. La matrice du système (S) est


1 a1 a2

1

1 a2 a2
2

1 a3 a2
3

. Puisque a1, a2 et a3 sont deux

à deux distincts, la partie D implique que cette matrice est inversible. Le système S a
donc une solution unique 

γ

β

α

 =


1 a1 a2

1

1 a2 a2
2

1 a3 a2
3


−1 

b1

b2

b3

 .
Si a1, a2 et a3 sont deux à deux distincts, le système (S) a une solution unique.

b. D’après la formule de Cramer, on a

α =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 b1

1 a2 b2

1 a3 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1

1 a2 a2
2

1 a3 a2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Or, par les opérations élémentaires L2←L2 −L1 et L3←L3 −L1, on a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 b1

1 a2 b2

1 a3 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 b1

0 a2 − a1 b2 − b1

0 a3 − a1 b3 − b1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣a2 − a1 b2 − b1

a3 − a1 b3 − b1

∣∣∣∣∣∣∣ .
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α =

∣∣∣∣∣∣∣a2 − a1 b2 − b1

a3 − a1 b3 − b1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1

1 a2 a2
2

1 a3 a2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Voilà une méthode alternative si l’on ne connaît pas la formule de Cramer. Puisque

γ

β

α

 =


1 a1 a2

1

1 a2 a2
2

1 a3 a2
3


−1 

b1

b2

b3


on utilise la méthode du pivot de Gauss pour inverser la matrice A =


1 a1 a2

1

1 a2 a2
2

1 a3 a2
3

. On

obtient la suite de tableaux suivante.

1 a1 a2
1 1 0 0

1 a2 a2
2 0 1 0

1 a3 a2
3 0 0 1

,

1 a1 a2
1 1 0 0

0 a2 − a1 (a2 − a1)(a2 + a1) −1 1 0 L2→L2 −L1

0 a3 − a1 (a3 − a1)(a3 + a1) −1 0 1 L3→L3 −L1

1 a1 a2
1 1 0 0

0 1 a2 + a1 − 1
a2−a1

1
a2−a1

0 L2→ 1
a2−a1
L2 (a2 , a1)

0 1 a3 + a1 − 1
a3−a1

0 1
a3−a1

L3→ 1
a3−a1
L3 (a3 , a1)

1 a1 a2
1 1 0 0

0 1 a2 + a1 − 1
a2−a1

1
a2−a1

0 L2→ 1
a2−a1
L2 (a2 , a1)

0 0 a3 − a2
a3−a2

(a2−a1)(a3−a1) −
1

a2−a1

1
a3−a1

L3→L3 −L1

1 a1 a2
1 1 0 0

0 1 a2 + a1 − 1
a2−a1

1
a2−a1

0

0 0 1 1
(a2−a1)(a3−a1) −

1
(a3−a2)(a2−a1)

1
(a3−a2)(a3−a1) L3→ 1

a3−a2
L3 (a3 , a2)

1 a1 0 a2a3−a1a2−a1a3
(a2−a1)(a3−a1)

a2
1

(a2−a1)(a3−a2) − a2
1

(a3−a1)(a3−a2) L1→L1 − a2
1L3

0 1 0 − a2+a3
(a2−a1)(a3−a1)

a1+a3
(a2−a1)(a3−a2) − a1+a2

(a3−a1)(a3−a2) L2→L2 − (a1 + a2)L3

0 0 1 1
(a2−a1)(a3−a1) − 1

(a3−a2)(a2−a1)
1

(a3−a2)(a3−a1)
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1 0 0 a2a3
(a2−a1)(a3−a1) − a1a3

(a2−a1)(a3−a2)
a1a2

(a3−a1)(a3−a2) L1→L1 − a1L2

0 1 0 − a2+a3
(a2−a1)(a3−a1)

a1+a3
(a2−a1)(a3−a2) − a1+a2

(a3−a1)(a3−a2)

0 0 1 1
(a2−a1)(a3−a1) − 1

(a3−a2)(a2−a1)
1

(a3−a2)(a3−a1)

On a donc 
1 a1 a2

1

1 a2 a2
2

1 a3 a2
3


−1

=


a2a3

(a2−a1)(a3−a1) − a1a3
(a2−a1)(a3−a2)

a1a2
(a3−a1)(a3−a2)

− a2+a3
(a2−a1)(a3−a1)

a1+a3
(a2−a1)(a3−a2) − a1+a2

(a3−a1)(a3−a2)

1
(a2−a1)(a3−a1) − 1

(a3−a2)(a2−a1)
1

(a3−a2)(a3−a1)


puis

α =
b1

(a2 − a1)(a3 − a1)
− b2

(a3 − a2)(a2 − a1)
+

b3

(a3 − a2)(a3 − a1)

=
−a2b1 + a3b1 + a1b2 − a3b2 − a1b3 + a2b3

(a2 − a1)(a3 − a1)(a3 − a2)
.

Au dénominateur, la question D.III.4 permet de reconnaître le déterminant de A. Au
numérateur, c’est la question E.I.3.c qui met sur la piste : en développant (a2 − a1)(b3 −
b1)− (a3 − a1)(b2 − b1), on voit que

−a2b1+a3b1+a1b2−a3b2−a1b3+a2b3 = (a2−a1)(b3−b1)−(a3−a1)(b2−b1) =

∣∣∣∣∣∣∣a2 − a1 b2 − b1

a3 − a1 b3 − b1

∣∣∣∣∣∣∣
et on retrouve donc

α =

∣∣∣∣∣∣∣a2 − a1 b2 − b1

a3 − a1 b3 − b1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1

1 a2 a2
2

1 a3 a2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

c.

La question précédente implique l’équivalence de α = 0 et de

∣∣∣∣∣∣∣a2 − a1 b2 − b1

a3 − a1 b3 − b1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

On a donc i)⇔ ii).
Supposons α = 0. Puisque (γ,β,α) est solution du système (S), on a alors βaj +γ = bj

pour tout j ∈ ~1,3�. Les points de coordonnées (aj ,bj ) sont alors sur la droite d’équation
y = βx+ γ, autrement dit les points A1, A2 et A3 sont alignés. On a donc i)⇒ iii).

Supposons enfin que les points A1, A2 et A3 sont alignés. Il existe alors (β′ ,γ′) ∈ R2

tel que chacun de ces points appartient à la droite d’équation y = β′x+ γ′, autrement
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dit β′aj + γ′ = bj pour tout j ∈ ~1,3�. On en déduit que (γ′ ,β′ ,0) est solution de (S). Par
unicité de la solution de (S) on obtient (γ′ ,β′ ,0) = (γ,β,α) et en particulier α = 0. On a
donc iii)⇒ i) puis i)⇔ iii).

Enfin l’équivalence ii)⇔ iii) résulte de ii)⇒ i)⇒ iii) et iii)⇒ i)⇒ ii).

Les assertions suivantes sont équivalentes

i) α = 0

ii)

∣∣∣∣∣∣∣a2 − a1 b2 − b1

a3 − a1 b3 − b1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

iii) A1, A2 et A3 sont alginés.

4. Le problème posé en I admet au moins une solution
— si et seulement si le système (S) admet au moins une solution (γ,β,α) avec α , 0

d’après I.1 ;
— si et seulement si les points A1, A2 et A3 ont des abscisses distinctes et ne sont

pas alignés d’après I.2 et I.3 ;
— si et seulement si les points A1, A2 et A3 ne sont pas alignés et auncun couple

de ces points ne déterminent une droite parallèle à l’axe des ordonnées (axe qui
est la droite D).

Il existe une parabole d’axe parallèle à D passant par A1, A2 et A3 si et seulement
si ces points ne sont pas alignés et aucune des droites (A1A2), (A1A3) et (A2A3)
n’est parallèle à D.

II.
1. S’il existait une parabole contenant A1, A2 et A3, soit D l’axe de cette parabole.

Alors la parabole contenant A1, A2 et A3 serait une solution au problème posé en I.
Cela contredirait la conclusion trouvée en I.4.

Si A1, A2 et A3 sont alignés, aucune parabole ne les contient.

2. Il existe une infinité de droite non parallèle à l’une des droites (A1A2), (A1A3)
et (A2A3). Soit D une telle droite. D’après I.4, il existe une parabole d’axe D passant par
A1, A2 et A3. Comme deux paraboles d’axes distincts sont nécessairement distinctes,
on en déduit qu’

Si A1, A2 et A3 ne sont pas alignés, il existe une infinité de paraboles les contenant.
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