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Probleme n° 1

Mise en place du probléeme
1. A linstant initial, les deux ampoules sont allumées. La variable aléatoire X, est
donc constante égale a 2. Son espérance est alors 2 et sa variance est nulle.

P(Xg=2)=1 E(Xg)=2 V(Xg)=0.|

2. Si deux ampoules sont allumées a I'instant 7, la probabilité que les deux grillent est

1\? 1\?
(—) = —. La probabilité que les deux restent allumées est (l - E) =T La probabilité

2 4
1 1 1
qu’une reste allumée et qu'une grille est donc 1 — (Z + Z) =5 On a donc
1 1
P,z Xni1=2)= 7, Bx=pXp =1) = 5.
3.
Le résultat est donné table 1.
b 0112
a
0 1]10]0
1 L] 0
212
17111
2 i e
4124

TasLE 1 — Probabilité Px, —) (X411 = b)



4. Puisque (X,_1 = k)ie(o,1,2) €tant un systeme complet fini d’évenements, la formule

des probabilités totales conduit a

V] €{0,1,2} P(X, = ]) = ZP(XH_lzk)(Xn = j)P(Xn—l = k).

k=0
Compte-tenu du tableau 1, on trouve
1 1
P(Xpe1 = 0)= P(X, = 0)+ P(X, = 1)+ 7P(X, = 2)
1 1
P(Xpe1 = 1) = 3P(X, = 1)+ 3P(X, =2)
1
P(Xps1 =2) = 7P(X, = 2).

On a donc
L1
P(Xy1 = 0) 2 TP, =
P(Xpr=1)f=[0 5 S|P(X, =1
P(Xy41=2) 1 P(X, =
0 0 -
4

c’est-a-dire

(VneN Uy =AU, |

Espérance et variance des X,
5.
a. Lavariable aléatoire X,, prend ses valeurs dans {0, 1,2}. On a donc

E(X,)=0-P(X,=0)+1-P(X, =1)+2-P(X, = 2)

On en déduit

VneN  E(X,)=1U, |

b. On calcule L;A = (O 1/2 1) et donc

1
LiA==-L;.
1 Pt

Grace a la question précédente et a la question 4, on calcule alors
1
E(Xp41) =L1Upy = L1AU, = 5L1Uy

et donc
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VneN  E(X,.)==E(X,).

c. Lasuite (E(X,)),cy est géométrique de premier terme E(X() = 2 et de raison 1/2.
On a donc

VneN E(X,) =

6.
a. En utilisant la formule de transfert avec la fonction f définie par f(x) = x> pour
tou réel x, on calcule

2
E(X2) = ZkzP(Xn —k)=P(X,=1)+4P(X, = 2).
k=0

On a donc

VneN  E(X2)=L,U,.

b. On calcule L,A = (0 1/2 3/2). Pour tout couple (a, ) de réels, on a

a+p=1/2
2a+4p=3/2

a+p=1/2
—
2[3:1/2 (£2<—£2—2£1)

LzA: OCLl +ﬁL2 — {

On en déduit

1 1
Lo A=-L,;+-L,.
2 41+42

c. Grace aux questions a et b, on calcule

1 1 1 1
)= LaUper = LoAU, = 711Uy + 71Uy = 2E(X,) + 7E(XG)

la derniere égalité étant conséquence de 5a et 6a. En utilisant 5¢, on obtient finalement

E(X?

n+1

1
on+l’

VneN  E(X?

n+1

)= JEOC) +

d. Pour tout n € N, on calcule

1 Lyt 11
( ) T oon+l + on+l — on T Un+1-

Ainsi
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1 1 n+1
VYneN lzln+1:Zun+(E) .

e. PourtoutneN,ona

2
Untl = E(Xn+1) —Upy

1. 11 =+t

= ZE(XH)+ ST gl _(E) d’apres 6¢ et 6d
1

= 1 (E6D) —uy)
1

= Zvn.

D’autre part, vg = E(X(Z)) -2 et E(X(z)) = 4 car X est constante égale a 2. On a donc
démontré que

. o . 1 .
la suite (v,),en est géométrique de raison 1 et de premier terme 2.

f. Soit n € N. On déduit de la question précédente que

2 1
Un=7m = 22n-1

On a donc

1 1
vneN B3 =so (1 +?).

7. Soit n € N. Ona V(X,) = E(X2) - E(X,)?. En utilisant les question 6f et 5¢, on trouve

donc
1 1 1

on-1 72n-2

et donc
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SITE, -

| Probleme n° 2

Partie A : interpolation de Lagrange

I. Le polynome Lj est un polynome de degré n—1 comme produit de n—1 polynomes
de degré 1. Soit j # k. Alors

a._a. a-_a.
Li(aj) = +— H#ﬂ)

4k =4y 1<i<n 4k~ 4i
izj
i#k
et sij=kalors
ag —4a;
Lk(ak) = ]_[ a— =1.
. k—4i
1<i<n
izk
Le polyndme L; vérifie donc
Ly(a) 0 sii=k
a;) =
T sii=k

Réciproquement, soit P € R,,_;[X] tel que
P(a) 0 sii=zk
a;) =
: 1 sii=k.
On a alors
ViE[[l,n]] (P—Lk)(ai):O.

Le polyndme P — Ly de degré inférieur ou égal a n—1 admet donc au moins n>n -1
racines distinctes. C’est donc le polyndme nul.

Le polyndme L est l'unique polyndome de degré inférieur ou égal a n qui s’annule
en a; pour tout 7 € [1,n]] —{k} et qui prend la valeur 1 en ay.

II.

1. L'application F est une application entre le sous-espace vectoriel réel R,,_;[X]
de R[X] et 'espace vectoriel réel R". Soit (\,u) € R? et (P,Q) € R,,_; [X]?. Alors

F(AP +uQ) = (AP +uQ)(ay),..., (AP +uQ)(ay))
=(A-P(ay)+p-Qlay),..., A Play) +u-Q(ay))
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par définition de I'addition et du produit externe de R,,_;[X]
=A(P(ay),...,Play) + p(Qlay),...,Qlay,))
par définition de 'addition et du produit externe de R”
= NE(P) + HF(Q).

‘ L'application F est linéaire. ‘

2. Pour tout entier naturel k, on a

F(P) =ef & Vie [[1,11]] P(ai) = €k,

o Viell,n] Pa;)= {

C)P:Lk.

0 siizk
1 sii=k

‘ Il existe un unique polyndéme P de R,_;[X] tel que F(P) = ¢,. Ce polynome est Ly.

3. Soit (Aq,...,A,) € R". Pour tout P € R,,_;[X], on a

n
F(P)= (A1, Ay) © F(P) = ) Nje
j=1
D’autre part,
n
F[ZAJ-L]} Zx F(L Z)\]e]
j=1

Pour tout (Ay,...,A,) € R", le polyndme P = Z] 1 )\]L] vérifie F(P) = (A,...,A;). On en
déduit que

‘ L'application linéaire F est surjective. ‘

Enfin, F est une application linéaire entre deux espaces vectoriels de méme dimension
finie n. La surjectivité suffit donc a prouver que

‘ L'application linéaire F est bijective. ‘

II1.
1. Puisque (f(ay),...,f(a,)) € R" et F est bijective, il existe un unique polyndéme

Pe R, [X] tel que F(P ):I((f( Dreeor f(a).

Il existe un unique polyndéme P de R,_;[X] tel que

Vie[Ln],  Plaj)=f(a;)

2. D’apres la question II.3, l'unique P € R,,_[X] tel que P(a;) = f(a;) pour tout
ie[1,n] est
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Partie B : erreur d’interpolation

1. Le théoreme de Rolle s’énonce de la facon suivante.

Soit g une fonction a valeurs réelles définie et continue sur I'inter-
valle [u,v] (u #v) et dérivable sur Ju,v[. On suppose g(u) = g(v).
Alors, il existe c €]u, v[ tel que ¢’(c) = 0.

2. Pour tout n € N, on note H(n) I'hypotheése « soit & une fonction n fois dérivable
sur I'intervalle [a,b] (a # b) et sannulant en n + 1 points distincts de [a,b]. Alors h(")
s’annule au moins une fois sur [a,b] ».

L’hypothese H(1) est vraie. Soit en effet h dérivable sur [a,b] s’annulant en u et
v tels que a < u < v < b. Alors h est continue sur [u,v] et dérivable sur Ju,v[. On a
h(u) = h(v). En appliquant le théoréme de Rolle a h sur [u,v], on trouve que b’ s’annule
sur |u,v[C [a,b].

Soit n € N* tel que H(n) est vraie. Soit f une fonction dérivable n + 1 fois sur [a, b] et
Uy,..., U,y des réels annulant f tels que

a<u; <...<uyH<b.

Pour tout 7 € [1,n+1]], la fonction f est continue sur [u;, u;,1], dérivable sur Ju;, u; ] et
f(u;) = f(uj;q1). Grace au théoreme de Rolle, il existe v; €]u;, u; [ tel que f'(v;) = 0. Si
(i,j) € [[1,n+ 1] est tel que i = j alors u;, uip[N]uj, ujy [= 0 et donc v; # v;. La fonction
f’ s’annule n + 1 fois sur [a,b] ou elle est est n fois dérivable. Grace a ’hypothése de
récurrence utilisée avec h = f’, on trouve que la dérivée n¢ de f’ s’annule au moins
une fois sur [a,b] et donc que f"*!) s’annule au moins une fois sur [a, b]. Lhypothése
H(n+ 1) est vraie.

L'hypothese H(1) est vraie. Pour tout n € N*, si H(n) est vraie alors H(n+1) est vraie.
Par récurrence, on en déduit que pour tout tout n € N¥, I'hypotheése H(n) est vraie.

On a montré le résultat suivant.

On suppose que g est n fois dérivable sur [4,b] et s’annule en au moins n + 1 points
distincts de [a,b]. Alors g") s’annule en au moins un point de [a, b].

IT.
1. Pour tout j € [1,n+1], ona [T}, 2

Cj;kk = 0 (puisque le facteur correspondant

aj=kestnul)et f(a;) = P(a;) puisque P est le polyndme d’interpolation de f en les
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points d’abscisse ay,...,a,. On a donc g.(a;) = 0. Cela fournit n points d’annulation de

8c-

De plus, [T}, % =1 (chaque facteur du produit est égal a 1) donc

8(c) = f(O)=P(e) = (f(©) = P(O)] | €% _

k=1

0.
C—dag

Puisque ¢ n'est pas l'un des réels ay,...,a,, cela fournit un n + 1¢ point.

‘La fonction g, s’annule n + 1 fois. ‘

2. La fonction f est dans C"([a, b]. Elle est donc en particulier n fois dérivable sur
[a,b]. Les applications P et x - ?_Z: sont polynomiale donc C*®([a, b] et en particulier n
fois dérivable sur [a,b]. On en déduit que

‘la fonction g, est n fois dérivable sur [a, b]. ‘

On a de plus montré dans la question précédente que la fonction g, s’annule n+ 1 fois
dans [a, b]. Il résulte alors de la question 1.2 que

‘ la fonction g, s"annule au moins une fois sur [a, b]. ‘

3. Dans R[X],on a

X —ay 1
Q(X) = =— (X —ay).
!(_[C_ak l_[(c_ak)l;ll aj

k=1

C’est un produit de polyndomes de degré n et donc un polynéme de degré n. Le coeffi-

cient dominant est |
D=

n

| Jee=an

k=1

On a donc Q(X) = DX" + R(X) avec R un polyndéme de degré n—1 dont la dérivée ne est
donc nul. On en déduit que Q") = n!D et donc

n!

Vx e [ﬂ, b] hs;n)(X) = m
=1

Enfin, le polynome P étant de degré au plus n—1, sa dérivée n¢ est nulle et donc

n!

Vx € [a,b] gc(n)(x) = fc(n)(x) - m(

f(e)=P(c)).

8/21



I1I.

1. La question II.2 montre que gﬁ”)

gén)((,) = 0. Grace a I1.3, on obtient

s’annule sur [a,b]. Soit donc C € [a,b] tel que

() () — nt _
() H,IzZI(C_gk)(f(C) P(c)).
On a alors . .
flo-pie =D ie-a

k=1

2. Sicefay,...,a,}, onaP(c) = f(c) par définition de P comme polyndme d’inter-
polation de f en les points d’abscisse ay,...,a,. D’autre part, [T;_, (c —ax) = 0 puisque
I'un des facteurs est nul. Le résultat de la question précédente est donc encore valable
s’il existe j € [[1,n]] tel que ¢ = a;. Finalement,

Vcela,b] dCela,b] f(c)=P(c) = A ﬁ(c—ak).

k=1

3. La fonction f appartenant a C"([a,b], la fonction ") est continue sur [a,b]. La
fonction |f(”)| admet donc un maximum sur [a,b] et

vielab]  [f(Q)]< max|f(x)].

x€la,b]

La fonction ¢ — [];_,(c — ax) est polynomiale donc continue sur [4,b]. La fonction
¢ = [1;_lc —ax| est donc continue sur [a,b] et admet un maximum. On a alors

< max l_llx agl.
x€[a,b]

n

FT“_ﬂk

k=1

Vcela,b]

I1 résulte donc de la question précédente que
1
Ycelab -P(o)| < =
celabl 1f(e)=P(e)] < max |FO hmurw agl

Enfin, la fonction |f — P| est continue sur [a,b], elle admet donc un maximum. Ce
maximum est atteint en au moins un réel ¢ € [a,b] et on applique I'inégalité précédente
ac=cy. On trouve

1
max |f(x)—P(x )|<—max xmax ]_llx—akl

x€[a,b] n! xela, b] x€la,b]
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Partie C : un exemple

I. Premiere méthode.
1. Gracea AIIl.2,ona

P=FO)L; + £ (5 )L+ FILs = Ly

et donc
_ X-0 X—-7

a T(/Z—O‘H/2—K

puis

4
P=-—X(X-m)

2. GraceaB.IIl.3,ona

Vxe[0,m] [f(x)=-P(x)|< max]lf(X)—P(X)l

te[0,1

1 T
< — ma sin®(#)| ma (t—0-|t——‘-t—n).
3! te[0,§]| () te[O,u)'((] | | 2 | |

Pour tout réel ¢, on a |sin(3)(t)| =|cos(t)| < 1 donc

Vxel0m] 1 () -P0ol < max .

3. La fonction M: t t(t - %) (t — ) est dérivable sur [0, 1] et

2
Vte[0,m] M’(t):3t2—3nt+%.
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o R 2 .
Le discriminant du polyndme 3X? — 31X + 5~ est 31> > 0 et les racines

TC T(\/g E+T(\/§

2 6 2 6

On calcule
M= )72 )" s \27 %
)
= (Z) V3(3-V3)(3+3) = () ¥3-6
:7(3\/§
36

De semblable facon,

M(E+n_\/§):(z+n\/§)‘n\/§_( T n\/g)

26 2 6] 6 |27 6
= (Z)V3(3-V3) (3 V3) = (%) V3 6
V3
36

Le tableau de variations de M est le tableau suivant.

t 10 /2 - V3/6 /2 + TV3/6 T
M'(t) + 0 - 0 +

34/3/36 0
Mo, " LN N

Puisque la fonction M est continue sur [0, 1t], on déduit de ce tableau de variations que

3V3 V3
Yt e |0, - <M(t) <
€lom 36 =3
et donc ;
vielon]  M@[< T V3,
36
On déduit alors de la question précédente que
V3

Vxel[0,m]  |f(x)-Px)|<

216

II. Seconde méthode.

1. Sin=1,le polynome P, est le polyndme d’interpolation de f en 0 et ©. On a
donc
Py =sin(0)L; + sin(m)L, = 0.

On a donc
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0 /2 e

Ficure 1 — Graphe de Q,

Sin=2alors

— le polyndme P est le polyndme d’interpolation de f en 0 et 1¢/2 donc

e X-0 2
=sin(0)Ly +sin|[—|L, =L, = —— = ZX;
Py = sin(0) 1+sm(2) 2=ly=—p— =
— le polyndme P est le polyndme d’interpolation de f en 1/2 et @ donc
. (T . X-n 2
Pl = SIH(E)Ll +Sln(T()L2 = Ll = /2= = —E(X—T()

On en déduit que

2 . T
—X Six€ 0,—[;
T 2
Qy(x) =
2 . T
——(x—-m) mxe[—,n—[.
T 2

Le graphe de Q, est représenté figure 1.
jo (j+I)w

—] car polynomiale.

2. Pour tout j € [0,n—1]], la fonction P; est continue sur [7, -

La fonction Q,, est donc continue sur [0, 1] sauf éventuellement en les réels % avec
jel,n—1].
.. TN Tt
Soit j € [1,n—1]. Par continuité a gauche de Q, en 2-, on a

. jm

i Q=7 (%)
x;ﬁ/nQn(x) -1 n
x<jmt/n

TN . jTC
Par continuité a droite de Q,, en ]7, on a

. T
1 ; :P-(—).
x;ﬁ/nQn(Y) i\
x>jmt/n
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. . TC . .
La fonction est donc continue en = si et seulement si
n n

(2 (2)

(-bm

Puisque P;_ est le polyndome d’interpolation de sin en les points d’abscisses ~—— et
jT
~-,ona ‘ '
T AL
Py (]—) =sin ]—
n n
Puisque P; est le polyndme d’interpolation de sin en les points d’abscisses % et @,
on a
e T
p; (]—) =sin T
n n
On a donc
)=l
P;_ ( =P;i|—
=1\ I\ 'n
Finalement,

‘la fonction Q,, est continue sur [0, 1¢]. ‘

3. Soit a < b deux réels. La fonction x — (x —a)(x — b) est négative sur [a,b] et

.. e . b—a)?
minimale en # (sa dérivée est 2x —(a+ b)). Son minimum vaut —(Ta) et donc

Vyel[ab]  |(x—a)(x—b) < (b;")z.
En appliquant cecia a = %“ etb= an + 7, on obtient que
vxe[k_n,(k+1)n ’(X_k_n)(x_(k+l)n) Sn_2_
n n n n 4n?
4. Soit k € [0,n—1]]. Pour tout x € [%‘,@[, on a

£ = Qul)] = (1)~ Bel)] < %te[k}“ﬁ‘k’im[

n

(-t
n n

grace a B.IIL.3 et parce que |sin(2)| =|sin| < 1. En utilisant la question précédente, on
trouve

n n
k=0

n—1
o = J [k—“ - 1)“[ et £(1) = Pyoy (1) = Q).

On en déduit que
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SITE, 5
Bl e

Veelom]  If(0)-Qu(0) € -

III. Dans la premiere méthode, I’erreur commise en approchant f par le polynome P

1343

| , , .
est au plus 7. Dans la deuxieme méthode, I'erreur commise en approchant f par

la fonction affine par morceaux Q, est au plus 8“—;2. On dira que la premiere méthode
est meilleure que la premiére si et seulement si 'on est stir que ’erreur commise en
appliquant la premiere méthode est inférieure au majorant de l'erreur commise en
utilisant la deuxiéme méthode. La premiére méthode est donc meilleure si et seulement
si

n3\/§ 2 27
— < —on< — .
216 8n? T(\/g

On en déduit que

— La premiére méthode est meilleure si n < 2;
— le seconde méthode est meilleure du n > 3.

Partie D : déterminant de Vandermonde

L. Sin:2,alorsA:(1“1)etdonc

1(12

‘si n=2alorsdetA=a;—aj.

Sin =3, alors

1 a a%
detA =det|1 a; a%
1 aj a%

1 a 2

4]
=10 ay—ay (ay—ay)(ax+ay) | Lo > Ly Ly
0 az—ay (az—ay)(az+ay) | L3> L3-L4
1 a a%
=(ax—ap)(az—a)|l a, ax+ay|.
1 ap das+a
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1 a a% 1 a a%

1 1 ay+aq|{={0 1 ar+a

1 1 as+aq 0 O as—dp £3—>£3—£2
= (az —a).

On en déduit

‘si n =23 alors detA = (a, —ay)(az —ay)(az —ay). ‘

II. Premiere méthode.
1. On munit R, {[X] de sa base canonique (1,X,X2,...,X”_1) et R" de sa base
canonique (ey,...,e,). Pour tout j € [0,n—1], on a
. . . n
F(X/) = (dl,...,d}) = Za;ek.

k=1

Ainsi,

la matrice A est la matrice de F dans les bases canoniques de R,,_;[X] et R". ‘

2. Supposons que pout tout (j, k) € [0,n—1]?, si j # k alors a; # ar. L'application
linéaire F est donc bijective grace a la question A.I1.3. La matrice de F dans toute base
est donc inversible. En particulier,

‘ Si les aj sont deux a deux distincts alors A est inversible. ‘

3. S'il existe (j, k) € [0,n 1] tel que j = k et aj = ay, alors la matrice A a deux
lignes identiques. Son déterminant et donc nul.

‘ Si deux des aj sont égaux, la matrice A n’est pas inversible. ‘

4. Les deux questions précédentes montrent que

‘ la matrice a est inversible si et seulement si les g; sont deux a deux distincts. ‘

III. Seconde méthode.

1. Le polynome P est de degré n—1 comme produit de n—1 polynomes de degré 1.
Chacun des facteurs de degré 1 a 1 pour terme dominant. On en déduit :

il existe (Ag,..., \p_2) € R™ ! tel que P(X) = X" 1+ X\, X" 2+ ...+ X\ X+ \o.

2. Pour tout j € [1,n]], le j¢ terme de la colonne C, + X, »,C,_; +...+ AC; est

0 sil<j<n-1;

a7V N a7+ + 0 a? = P(a;) =
J 2% 0% (@) {P(an) sij=n.

On a donc
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Cu+ A 0C g +...+2C =

P(ay)

3. Lopération élémentaire C, < C, +\,_,C,_; +...+ X;Cy, montre que

1 a a% . a?‘z 0
1 a a3 ay? o0
detA=1|:
2 n-2
I ayq a;,_, a,”] 0
1 a, a2 a2 P(a,)

1 o a? al~?
1 a a% ag_z
det(A) = P(ay)|:
2 n-2
Loans a5 dy-2
2 n—1
Loany a4 Gy-2

1 o a% a?_l
1 a a% ag_l
Alay,...,a,) =
2 n—1
Loapy a,, Ay
1 a, a? a1

Pour tout entier n > 2, on note H(n) I'’hypothese : « pour tout (ay,...,a,) € R", A(ay,...,a,) =
[Ti<ker<n (ae —ax) ».

D’aprés I, pour tout (a;,a,) € R?, ona A, = a, —a;. Or [Ti<ker<z(ap—ax) = ay —ay.
L'hypothese H(2) est vraie.
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Soit n > 2 tel que H(n) est vraie. Soit (ay,...,a,,1) € R™!. Alors, par I11.3, on a

n

M@y, ..., Gn1) = []_[(am —ap) |Aay, ..., ap)
k=1
n
:[]_[<an+1—ak)] [ @e-an  graceamm)
k=1 1<k<t<n
= (ag—ay).
1<k<l<n+1

L'hypothese H(n + 1) est donc vraie.
L’hypothese H(2) est vraie. pour tout entier n > 2, si I’hypothese H(n) est vraie,
alors I'hypothése H(n + 1) est vraie. Par récurrence, on en déduit que

2 n-1
1 o ajy ... 4
1 a, a3 .. af!
V(ay,...,a,) €R?, | e || (ag—ay).
1<k<t<n
2 n-1 =ner=
L oay p-1 dy-1
2 n-1
1 a, aj ay

5. La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Or
le produit [[;<x<¢<, (a¢ — ay) est nul si et seulement si I'un des facteurs ay —aj est nul
donc si et seulement si au moins deux des a; sont égaux.

’ La matrice a est inversible si et seulement si les a; sont deux a deux distincts. ‘

Partie E : application a la recherche de paraboles

1. Pour toute parabole P d’axe parallele a D, il existe (y,f,y) € RxR xR* tel que
I’équation de P est v = ax? + fx + . Un point du plan de coordonnées (x,v) passe
donc par une parabole d’axe D si et seulement s’il existe (y,p,y) € Rx RxR* tel que
v = ax? + fx + 7. On en déduit qu’
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il existe une parabole d’axe parallele a D et passant par A, A, et A3 si et seulement
s'il existe (y,f,7) € RxR xR tel que

y+a1ﬁ+af(x:b1

(S) y+a2[3+a§oc:b2

y+asp+aja=bs.

2. Soit (j, k) € [[1,3]? tels que j # k et aj = ay. Alors les lignes j et k du systeme S
ont méme membre de gauche. Dans ce cas, si le systeme a des solutions, alors b; = a; et
alors A; = ay ce qui contredit les hypotheses.

Si deux des points A, A; et Aj ont méme abscisse, alors le systeme (S) n’a pas de
solution.

3.

a. La matrice du systeme (S) est |1 g, a% . Puisque ay, a; et a3 sont deux

1 as al
3
a deux distincts, la partie D implique que cette matrice est inversible. Le systéme S a
donc une solution unique

Y 1 a a% by
[3 =1 aj [Jl% b2 .
o 1 as a% bs

Siay, a; et az sont deux a deux distincts, le systeme (S) a une solution unique.

b. D’apreés la formule de Cramer, on a

1 a bl
1 an b2
1 as b3
o=,
1 a a%
1 ap a%
1 a3 a%

Or, par les opérations élémentaires £, «— L, —L; et L3 L3—-L1,0na

1 a; b 1 a b

1 1 1 1 ar—a, bz—bl
1 an b2 =10 ar—day bz—bl = :
as —daj b3—b1
1 as b3 0 as —dap b3—b1
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o=
1 ai a%
1 ap a%
1 aj a%

on utilise la méthode du pivot de Gauss pour inverser la matrice A= |1 4, al| On

1 a3 a%
obtient la suite de tableaux suivante.
1 a a?|1 00 1 a a? 1 00
1 a a% 01 0 » |0 ay—a; (ap—ay)ar+ay)| -1 1 0| Ly,>Ly—-L;
1 aj a% 0 0 1 0 as—a; (az—ay)laz+ay) | -1 0 1| L3> L3-L4
1 a  af 1 0 0
0 1 a)+a —ﬁ ﬁ 0 Ezﬁﬁﬁz(@ial)
0 1 az+a —a;al 0 a;al £3—>a31a1£3(a3¢a1)
1 a a% 1 0 0
0 1 ar+a —ﬁ ﬁ 0 ﬁzeﬁﬁz(@ial)
0 0 a3~ | o=y ~mmm amn | L3 L3 L
1 a  af 1 0 0
0 1 ar+a —ﬁ ﬁ 0
0 0 1 (az—al)l(a3—a1) _(a3—a2)1(a2—a1) (a3—a2)1(a3—a1) £3_)a31a2£3 (a3 # a;)
Do 0BRSS oo e | G G-
0 1 0\ Grafarm  Gralarm e | L2 L= (an+a)ls
00 1| e “wrmEm weaEa)
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(az—ay)(az—ay) (az—ay)(az—ay) (az—ay)(az—a,)
01 0l a+as a+a; _ a,+a,
(ay—ai)(az—ay) (az—ar)(az—a,) (a3—a)(az—a;)
1 1 1
00 1] G o) Goam@-a)
On a donc
P -1 aas _ a,a; aa,
1 ay al (ay—ay)(az—ay) (ay—ay)(az—a,) (az—ay)(az—a,)
1 2 — | _ a,+ds a,+as _ a;+a,
a2 43 (az—ay)(az—a,) (az—ay)(az—a,) (az—ay)(az—ay)
1 a3 a2 1 _ 1 1
3 (ay-ai)(az—a;) (az—az)(a—ay) (a3—az)(az—ay)
puis
by by bs

o = — +
(ay—ay)az—ay) (az—ay)(ax—a;) (az—az)(az—ap)
_ —azbl +a3b1 +a1b2 —a3b2 —a1b3 +6!2b3

- (a —ay)(az—ay)(az —ay)

Au dénominateur, la question D.III.4 permet de reconnaitre le déterminant de A. Au
numérateur, c’est la question E.I.3.c qui met sur la piste : en développant (a; —ay)(b3 —
by)—(az—ay)(by—by), on voit que

a,—a; by—b
—ayby+azby+ay by—asby—a, by+as by = (ay—ay ) (by=by)—(az—ay )(by=by) = | 2 "1 72771

az—a; by—b

et on retrouve donc

o= .
1 a a%
1 a a%
1 as a%

C.

a,—a; by-b;

La question précédente implique I’équivalence de o = 0 et de =0.

as—dap b3 - bl
On a donc i) & ii).

Supposons a = 0. Puisque (v, , a) est solution du systeme (S), on a alors pa; +y = b;
pour tout j € [[1,3]]. Les points de coordonnées (a;,b;) sont alors sur la droite d’équation
v = px + 7y, autrement dit les points Aj, A; et A3 sont alignés. On a donc i) = iii).

Supposons enfin que les points Aj, A, et Az sont alignés. Il existe alors (p’,7’) € R?
tel que chacun de ces points appartient a la droite d’équation y = f’x + 7/, autrement
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dit p’a; +y’ = b; pour tout j € [1,3]. On en déduit que (y’,f’,0) est solution de (S). Par
unicité de la solution de (S) on obtient (y/,p’,0) = (y,p, ) et en particulier « = 0. On a
donc iii) = i) puis i) & iii).

Enfin I'équivalence ii) & iii) résulte de ii) = i) = iii) et iii) = i) = ii).

Les assertions suivantes sont équivalentes
i) a=0

11) ap —day bz—bl -0

az—a; b3-b;

iii) Ay, A, et Az sont alginés.

4. Le probleme posé en I admet au moins une solution

— si et seulement si le systéeme (S) admet au moins une solution (y,f, ) avec o # 0
d’apres I.1;

— si et seulement si les points A, A; et A; ont des abscisses distinctes et ne sont
pas alignés d’apres .2 et I.3;

— si et seulement si les points Ay, A, et A3 ne sont pas alignés et auncun couple
de ces points ne déterminent une droite parallele a I'axe des ordonnées (axe qui
est la droite D).

I existe une parabole d’axe paralléle a D passant par Ay, A; et Aj si et seulement
si ces points ne sont pas alignés et aucune des droites (A;A5), (A1A3) et (AyAj3)
n'est parallele a D.

I1.
1. S’il existait une parabole contenant A, A; et Aj, soit D I’axe de cette parabole.
Alors la parabole contenant A, A, et Aj serait une solution au probléme posé en I.
Cela contredirait la conclusion trouvée en 1.4.

‘ Si A, A, et Aj sont alignés, aucune parabole ne les contient. ‘

2. Il existe une infinité de droite non parallele a 'une des droites (A1A,), (A1A3)
et (AAj3). Soit D une telle droite. D’apres 1.4, il existe une parabole d’axe D passant par
Ay, Ay et A;. Comme deux paraboles d’axes distincts sont nécessairement distinctes,
on en déduit qu’

‘ Si Ay, A, et Az ne sont pas alignés, il existe une infinité de paraboles les contenant.
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