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Probleme

Partie 1.

Pour tout n € N*, on montre que la fonction x + ¢,(narccosx) dé-
finie sur [—1, 1] coincide avec la restriction a [-1,1] d’une fonction
polynomiale T, puis que la famille (Ty,..., T,) est une base de R,[X].

1. Soit n € N. La fonction arccos est continue sur [-1,1] a valeurs dans [0,7]. La
fonction narccos est continue sur [-1,1] a valeurs dans [0, n1t] C R. La fonction cos
étant continue sur R, le théoreme de composition des fonctions continues implique
que x > cos (narccos x)) est continue sur [-1,1].

On a montré que

‘ pour tout n € N, la fonction ¢, est continue sur [-1,1]. ‘

2. Soit x € R, on calcule
co(x) = cos(Oarccosx) =cos(0) =1

puis
c1(x) = cos(arccosx) = x

et
¢5(x) = cos (2arccos x) = 2 cos? (2arccosx) — 1 = 2x% — 1.

Pour calculer c3, on commence par évaluer cos(3a) pour tout réel a. On a
cos(3a) = Re(e>) = Re ((cosa + isina)3)
= ke (Cos3 a+3cos’(a)(isina) + 3cos(a)(isina)? + (isin a)3)

=cos’a—3cos(a)sin®a = cos’

a—3cos(a)(1 —cos?a) = 4cos>a—3cosa.
On en déduit
cos>(3arccos x) = 4cos>(arccos x) — 3 cos(arccos x) = 4x> — 3x.

Pour tout x € R, on a montré

co(X) =1, c1(x) =x, ca(x) =2x2 =1, c5(x) = 4x3 - 3x.
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Ficure 1 — Graphes de ¢q, c1, ¢; et c3

3. Le graphe de cj est un segment horizontal d’ordonnée 1 (en vert) et le graphe de
¢ une droite de pente 1 passant par l'origine (en jaune). Le graphe de ¢, est un arc
de parabole. Pour tout x €] -1, 1[, on calcule c}(x) = 4x de sorte que ¢, est strictement
décroissante sur | —1,0[ et strictement croissante sur ]0,1[. On a cy(—-1) = c,(1) =1,
¢5(0) = —1. De plus ¢, s'annule en +V2/2. Le graphe de c, est représenté en rouge.
Enfin, pour tout x €] - 1,1[, on calcule ¢}(x) = 12x? — 3 = 3(4x? — 1) de sorte que c3
est strictement croissante sur |—1,—-1/2[, strictement décroissante sur |—1/2,1/2] et
enfin strictement croissante sur ]1/2,1[. On a c3(-1) = -1, c3(1) =1, c3(-1/2) = 1 et
¢5(1/2) = —1. Enfin c5(x) = x(4x? - 3) donc c3 s'annule en 0, en —V3/2 et en V3/2. Le
graphe de c3 est représenté en bleu. Les graphes de quatre fonctions sont représentés
figure 1.

4. Soit ne N*et x € [-1,1]. On calcule

Cne1(X) = cos(narccosx +arccos x)

= cos(narccos x)cos(arccos x) —sin(narccos x) sin(arccos x)
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et

Cp—1(x) = cos(narccosx —arccosx)

= cos(narccos x)cos(arccos x) + sin(narccos x) sin(arccos x).
En sommant, on obtient
Cne1 (%) + cp_p(x) = 2cos(narccos x) cos(arccos x) = 2¢,(x)x.

Pour tout n € N* et tout x € [-1,1], on a montré

1 (X) + €1 (¥) = 2065 (x). |

5. Pour tout n € N¥, notons H(n) I’hypothése :

pour tout entier naturel k < n, T est un polynome de degré k et de coefficient
dominant 2571,

Puisque Ty =1 et T} = X, ’hypothése H(1) est vraie.

Soit n € N* tel que H(n) est vraie. On a T,,,; = 2XT, - T,_;. Grace a H(n), T, et T,
sont des polynomes. T, est alors obtenu par somme et produit de polynome, c’est un
polynome. Grace a H(n), T, et T,,_; sont de degrés respectifs n et n—1. On a donc

n

n—1
T,=) X et T, =) b
j=0

=0

On en tire
n ) n—1 ) n—1
T,y =2 Zajxi“ - Zb]-XJ = 2a, X" + 24, X" + Z(zag_1 —b)X! = by,
j:o ]:0 le

Le coefficient de X! est 2a, = 2 x 2"! = 2" # 0 grace a H(n). On en déduit que T,
est de degré n+ 1 et coefficient dominant 2". ’hypothése H(n + 1) est vraie.
L’hypothése H(1) est vraie. Pour tout entier n € N*, si H(n) alors H(n + 1) est vraie.
Par récurrence, on en déduit que H(n) est vraie.
On a montré que, pour tout n € N*,

T, est un polyndme de degré n et coefficient dominant 271,

6. La famille (T})o<j<, est une famille de polyndomes de R, [X] de degrés échelonnés.
C’est donc une famille libre de R, [X]. De plus, cette famille contient n+1 = dimR,,[X]
éléments. On en déduit que

‘ Pour tout n € N, la faminle Ty, ..., T, est une base de R,[X]. ‘
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Note- Pour tout entier j € N, soit P; un polyndome de degré j. Pour tout n € N¥, on note
H(n) 'hypothese : la famille Py,..., P, est une famille libre. L'hypothese H(0) est vraie :
en effet, deg Py = 0 donc Pj est non nul et alors la famille (Py) est libre. Soit n € N tel
que H(n) est vraie. Soit Ag,...,A,,1 une famille de réels tels que

n+1

Q=) AP=0.
j=0

Notons p,,; # 0 le coefficient dominant de P,,, c’est le coefficient de X"*! dans P, ;.
Le coefficient en X"*! de Q est A, ppy1. Puisque XO,...,X"*! est une famille libre, on
adonc A 1ppe1 =0. Ainsi A, =0et

j=0

Grace a H(n), on a alors Ay =... = A, = 0. Finalement, H(n + 1) est vraie. Par récurrence,
on en déduit que, pour tout n € N, la famille P,..., P, est une famille libre.
7. Pour tout n € N, on note H(n) I’hypothese

Vk<n Vxel[-1,1], cp(x) = T,y(x).
L’hypothese H(1) est vraie car ¢;(x) =1 pour tout x € [-1,1].
Soit n € N* tel que H(n) est vraie. On a alors
Vxe[-1,1], {
Tyo1(x) = cpoq (%)

Or, pour tout x € [-1,1],0on a

Cna1(X) = 2xcp(x) —cpoq(x)  par 4)
= 24T, (x)~ T,y (x)  par H(n)
=Tu1(x) par5).

Par récurrence, on en déduit

VneN, Vxe[-1,1] c,(x)=T,(x). ‘
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Partie 2.

Pour tout n € N, on introduit un produit scalaire sur R, [X]. On montre
que la base (Ty,..., T,) est orthogonale pour ce produit scalaire. On
utilise ce résultat pour calculer la borne inférieure d’une famille
d’intégrale paramétrée sur R".

1.1. Soit P et Q deux polynomes. La fonction t % est continue sur |—1,1[.

L'intégrale Lll % dt est donc définie si et seulement si elle est convergente en —1 et
en 1. Or,

P(NQ() _ P(HQ(H) 1

Vi-t2 Vi+t Vi-t

PO o5t bornée (car continue) sur [0,2] et t > —— est intégrable en

Viet Vit

1 puisqu’une primitive est t — —2V1 —t. L'intégrale jol P\(/tg) dt est donc définie. De

YVt E]_l,O] P(t)Q(t) _ P(t)Q(t) 1

Vi—2 1=t i+t
P(HQ(1)

. 7 . _ 1 . 7
La fonction t i est bornée (car continue) sur [-2,0] et t i est intégrable

Yt e[0,1]

La fonction t —

facon similaire,

en —1 puisqu’une primitive est t = 2V1 —t. L'intégrale _01 P\(/tl)%(;) dt est donc définie.

Pour tout (P,Q) € R[X]?, on peut donc définir

_ ('P)Q()
“”Q*L vie

L'application (P,Q) ~ (P, Q) est bilinéaire sur R[X]? par bilinéarité du produit de
R[X] et linéarité de 'intégrale.

L'application (P,Q) + (P,Q) est bilinéaire sur R[X]? par symétrie du produit de
R[X].

Pour tout P € R[X], pour tout t €]0,1[, on a % > 0. Par positivité de l'intégrale,
on en déduit que (P,P) > 0. L'application (P,Q) + (P, Q) est donc positive sur R[X]?.

Soit P € R[X] tel que (P,P) = 0. L'application t % est continue sur |—1,1[. On

P(t)?

déduit donc de Ll1 \/1(—7(“ =0 que P(t) = 0 pour tout t €] -1, 1[. Le polyndéme P a donc

une infinité de racine et il est nul. L'application (P, Q) + (P, Q) est donc définie sur
R[X].

L'application (P,Q) + (P,Q) est un produit scalaire sur R[X]. ‘

1.2. Pour tout (p,q,0) € R3 ona

cos(pO)cos(g0) = %cos (p+9)0)+ %cos((p -g)0).
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Soit (p,q) € N? tels que p # g. On a p—g = 0. De plus p + g # 0 puisque dans le cas
contraire, on aurait p = g = 0. On en déduit

T

sin((p-q)0)] =0

1

I b !
P4 2(p+q)

0+2(P—LI)

[sin((p + q)e)]

D’autre part, pour tout (p,0) € R?, on a cos?(p0) = %(1 +cos(2p0)). Si p # 0, on en
déduit | -
T ) T
Ip’p = E + E[sm@p@)]o = E
et si p=0, on en déduit Iy = .

Pour tous (p,q) € N2, on a montré

0 sip=g;
T .
L= 3 sipz0etg=p;
e

sip=g=0.

1.3. Soit p et g deux entiers distincts dans {0,...,n}, on doit montrer que (T,, T,) = 0.
On a
cos(parccos(t))cos(garccos(t))

bep(t)ey(t) !
Ty= | gy = d
(T To) jl vice Jl Nepays: t

d’apres la question 7 de la partie 1. La fonction arccos étant dérivable sur |- 1,1 de
dérivée t — —%, on trouve

V1-t

1
(T, Ty) = —f cos(parccos(t))cos(garccos(t))arccos’(t)dt.
-1

La fonction arccos est C! sur |- 1,1[, strictement décroissante sur |- 1,1[ et a valeurs
dans 0, 1t[. Par changement de variables, on a donc

T
(Tp;Tq>:J;) cos(pu)cos(qu)du =T, =0

et la base (Tj,..., T,) est orthogonale.
D’autre part, si n >0, (T, T,;) = /2 # 1 et donc la base n’est pas orthonormale.

‘ Pour tout n € N, la base (Ty,..., T,) est orthognonale mais n’est pas orthonormale. ‘

1.4. D’apres la question 6 de la partie 1, la famille (Tj,...,T,_1) est une base
de R,_{[X]. D’apres la question précédente, pour tout entier j € {0,...,n—1}, on a
(Tj, T,) = 0. Par linéarité a gauche du produit scalaire, on a donc (P, T,) = 0 pour tout
PeR, [X].

‘ Pour tout n € N*, le polyndme T, est orthogonal a R, _{[X]. ‘
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1.5. Puisque X" est un élément de R,[X] dont une base est (T,..., T,), il existe
(x0,-..,x,) € R" tel que

N
|
—_

n n-1
X" Z T = xjTi+x,T, avec x;:T;

ity €eR, [X]
j=0 j=0

—
Il
o

D’apres la question précédente, on a donc
<Xn’ Ty = xp(T, Ty) = xn“Trt“z-

Puisque X" —x, T, est de degré n—1 au plus, le coefficient dominant de x, T, est 1.
D’aprés la question 5 de la partie 1, on en tire 2" 'x, = 1 puis x, = 1/2""1.

IIT ||

VneN, (X", T,)=—1

2.1. Le polyndme P est un vecteur de 'espace vectoriel R,[X]. Une base de cet
espace vectoriel est (Ty,..., T,) d’apres la question 6 de la partie 1. On en déduit qu’

n
il existe une unique famille de réels (by,...,b,) telle que P = Zkak.
k=0

2.2. Le coefficient dominant de P est 1. D’autre part, grace a la question 5 de la
partie 1, le coefficient dominant de ) _, b Ty est 2"1p,. On en déduit que

1
n= on—-1°
2.3. On calcule
n n
(P,P) = <Zkak,Zb > bib (T, Ti)
k=0 j=0

par bilinéarité du produit scalaire. La base (Tj,...,T,) étant orthogonale, on obtient
alors

n
(P,Py=) b(T;, Ty)
k=0
et donc .
IPIP =) bEIITel.
k=0
Puisque )~ ébzllTkll > 0, on trouve
TC
IPI > BIT,I1P = S b7

grace a la question 1.2 de la partie 2.
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IPIP > 23

2.4. Notons P, I’ensemble des polynomes unitaires de R,[X], on a donc

n—-1
Pn:{P:X”+ 4 XK avec (ao,...,an_l)eR”_l}.
k=0
Ainsi,
1 (tn+an_1z‘”*1+---+ao)2 L p(r)? 5
inf dt = inf dt = inf [[P|]".
(aov-'ran—l)eRnil \J‘l \% 1 - t2 PEPn Jl \' 1 - t2 Pepﬂ“ ||
D’apres les questions 2.3 et 2.2 précédentes, on a
. 2 TC 2 M
127%”1)” Z 5 53 T T
D’autre part, 2! "T, € P, et
- 2 - 2 T
21T = 222 T P = S
d’apres la question 1.3 de la partie 2 donc
. TC . 2 Tt
inf ||P|)? < et inf|P||" =
inflIPI” < 55 et nfIPIP = 55
On a donc
n-1 2
1(tn+an_1t +---+a0) T
inf dt = ———.

(QOI-"ran—l)ERnil fl Vl - t2 22?’1—1
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Partie 3.

Pour tout polynéme P de degré impair, on calcule la valeur de

Jﬂ R(t) o,
avi-£2
1. Pour tout k € {1,...,n} on a T,(xx) = ¢,(cosOf) = cos(narccos(cosO)). Puisque
Or € [0,7], on a arccos(cosO;) = 0 et donc T,(xx) = cos(km — 1/2) = 0. Pour tout
k €10,...,n}, le réel x; est donc une racine de T,. D’autre part, si k et k” sont deux

entiers distincts de {1,...,n}, on a x; # xp. On a donc trouvé n racines distinctes du
polyndome T, de degré n. On en déduit que

‘xl,...,xn sont les racines de T,,.

2.1. Soit Ay,..., A, des réels tels que

i)\iLi =0.
i=1

Soit j € {1,...,n}. On évalue I'égalité précédente en x; et on obtient

n
- i_
0=) A&l =\
i=1

Ainsi, pour tout j, A; = 0; la famille £ est libre. De plus, cette famille contient n
éléments et n =dimR,,_;[X] donc

‘ la famille £ est une base de R,,_[X]. ‘

P(t)

2

. s 1 .
2.2. Pour tout polyndéme P, I'intégrale f_l dt convergne pour les raisons don-

nées a la question 1.1 de la partie 2. Soit G € R,,_;[X]. D’apres la question précédente,
il existe des réels gy,...,g, tels que

n
=1
Pour tout 7, on a
n
Glxi) = ) _giLjlx) =g
j=1

et donc

n
G=) GlxL;.
j=1
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Par linéarité de l'intégrale, on en déduit

J 1—t2 ZG j \/%dt'

VGeR, [X] f

1 L'(f)
dt_g AG avec)\_j J dt
1 V1 —1¢2

pour tout j € {1,...,n}.
2.3.
2.3a. Puisque T, est un polynome non nul de degré n, le théoreme de division
euclidienne des polyndomes donne l'existence d’un unique couple de polynomes (S, U)
telque R=ST,+Uet Ue R, ;. Le polyndome S est non nul car R est de degré 2n—1 > n-1.
On a donc deg(ST,,) > n > deg(U) puis degR = deg(ST,) et donc degS =degR—-n=n-1.

Il existe un unique couple (S,U) € R,_;[X]? tel que R = ST, + U.

2.3b. On déduit de la question précédente que

1 1 1 1
R(t S(t)Tit f t
J () dt:J T )dt+J uit) dt:(S,Tn>+f Ul 4
-1 V1 —¢2 -1 V112 -1 V1 —¢2 -1 V1 —1¢2
Puisque S € R,_[X], la question 1.4 de la partie 2 implique (S, T,) = 0. De plus,
U eR,_1[X], la question 2.2 de la partie 3 implique donc

Lo -
dt = U(
| A ].;XJU“J’

Or, pour tout j € {1,...,n}, on calcule

puisque x; est une racine de T,.

LR -
| g4t = LRt

=1

2.4.
2.4a. La fonction ¢, est dérivable sur | -1, 1[ puisque arccos est dérivable sur

]—1,1] sur cos est dérivable sur R. Pour tout x €]-1,1[, on a

) n

¢, (x) = —narccos’(x)sin (narccos(x)) =
V1 —x?

sin(narccos(x)).
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Pour tout k, on a cos O € [-1,1] et cos O = £1 car O, €]0,t[. On a donc

n

cnlxy) = sin (narccos(cos 6y))

—
|
=
o

Onavualaquestion 1 de la partie 3 que arccos(cos 6;) = Oy est donc sin (narccos(cos 6y)) =
sin(ktt —1/2) = (=1)k*1. On trouve finalement

(_1)k+1n
cplxg) = T
1—xk

Enfin, 1—x§ =1 - cos?(6) = sin?(0) donc /1 —xf = |sin O|. Mais 6; €]0, [ donc
sin O > 0 puis [sin 6| = sin . Finalement

(_1)k+1 n

k) = sin Oy

2.4b. D’apres la question précédente, T, (xx) = 0. La fonction

ot xrs T
(x =) T ()
est donc continue sur | — oo, xi[ et sur ]xy, +oo[. De plus, si x e R—{x;}, on a

Tn(x) _ 1 . Tn(x)_Tn(xk)
(x —xp) To(xk) — Tl X = X

car xj est une racine de T,. La fonction T, est polynomiale donc dérivable sur R. On a
donc

lim 27500 ) e i )

X=Xk X — Xg x=x (X = xg) T (xk)
La fonction Y est donc le prolongement par continuité en 1 de .

Puisque x; est une racine de T, la fonction x ;{”%:Z coincide sur R — {x;} avec une
fonction polynomiale de degré deg(T,) —1 = n— 1. Puisque Uy est continue, elle est
égale a cette fonction polynomiale.

Sij#k, alors T, (x;) = 0 et donc Pg(x;) = 0. De plus Py(xx) = 1. La fonction polyno-
miale { de degré n—1 coincide avec la fonction polynomiale Ly de degré n—1enn-1

points distincts. Ces deux fonctions polynomiales sont donc égales.

\VxeR ¢gm:LHmﬂ

2.4c. Si0 €0, est différent de Oy, alors

cos(jO) —cos(jO)  cos(jO)—cos(jOk) 1

c0s 0 —cos Oy 0 — 0y cosgfceos 0y
—Vk
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La fonction u + cos(ju) est dérivable sur R de fonction dérivée u - —jsin(ju). Onaa

: (j6) —cos(jO)
. cos(jO)—cos(jOx .
1 = — .
emgk - jsin(jOy)

De la méme facon (avec j=1),ona

cos(0) —cos(jO)

T o
61_>rre1k 0-0; sin(6;) = 0
puisque 6 €]0, t[. On en déduit
Ly S08(70) —cos(j6) :j81ﬁ(19k)_
0—6;, €os 0 —cos Oy sin(6y)

cos(j0)—cos(j6)

La fonction 60 — =2 0=cos 0

continuité en 0. Ainsi

est continue sur [0, 7] — {6} est prolongeable par

do existe.

o T cos(jO) —cos(jO)
u=

7 cos 0 —cos 6;

Ak:f Li(v) dx:f be(x) o 1 f Ty(x) dr
-1 V1 —x2? -1 V1 —x2? To(xk) Joy x =k V1 —x2

Puisque T,(xx) = 0, on en déduit

- J_lTn(x)—Tn(xk) dx 1 fcn(x)—cn(xk) dx

Ta(xx) Jo X=Xk Vi—x2  Talx) Jo X = Xk Vi—xZ
On a donc
1 ! cos(narccos x) — cos (narccos x
M= —= ( ) ( k) arccos’(x)dx.
Ta(xg) J_g cos (arccos x) — cos Oy

Par changement de variable (comme a la question 1.3 de la partie 2), on obtient

1 ™ cos(n6) — cos(nBy) 1
Ak 7 do = 7
Ta(xk) Jo cos 0 — cos 6 Tr(xx)

Uy.

La valeur de T, (xx) calculer a la question 2.4a de cette partie permet de trouver

A = (—1)"*1”—;3111 0.
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2.4.d. Pour tout j € N, soit v; = cos(j0) — cos(j6) = cj(cos 0) — c;j(cos ). Soit
j € N. Grace a la question 4 de la partie 1 (appliquéea j=n+1),ona

Viyp =2c0s(0)cji1(cos0) —cj(cos 0) — (2cos(6k)cj+1 (cos B) —cj(cos Gk)).

et donc

Viyp = 2cos(6) (c]-+1 (cos©) —cjyq(cos Gk)) —2(cos O —cos O)cjy 1 (cos 6)

- (Cj(COS 0) —cj(cos ek))

c’est-a-dire
Viy2 = 2011 €08 O —vj — 2(cos O — cos 0))c;,1(cos ).

En intégrant, on trouve
TC
Ujrp = 2ujr1cos O —uj+ 2] ¢jy1(cos©)do.
0

On calcule alors

TC

TC TC 1
j ¢jy1(cos0)dO :J cos(j+1)0d6 = ,—[sin(j+ 1)6] =0.
0 0 Jj+1 0

Ainsi,

‘VjeN uj+2:2u]-+1c059k—uj.‘

2.4.e. La suite (uj)jen est déterminée par ug = 0, u; = T et la relation de
récurrence d’ordre 2

VieN Ujyp—2cos(Op)uj +u;=0.
L’équation caractéristique de cette récurrence d’ordre 2 est
r? —2cos(6)r+1=0.

Le discriminant de cette équation est A = 4cos? O — 4 = —4sin? 6. Les racines sont
donc /% et 7%, 11 existe deux réels \ et p tels que

VieN uj = Acos(jOx) + usin(jOk).
De ug=0etu; =1, ontire A =0et p=1/sin0. On a donc

. sm(]Gk)ﬂ

VjeN ] sin 6,

Finalement,
(_1 k+1
A =

—1)k+lg e
Tesin(nBy) - sm( -

et donc
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e
Ap = —.
T

On note que cette valeur ne dépend pas de k.
3. D’apres la question 2.3b de cette partie et la question précédente, on a

DR ¢ Ty

En remplagant X;j par sa valeur, on trouve

DR, my (2j—1)%
[ e = Ll 55)

Exercice

On étudie deux variables aléatoires : 'une N suivant une loi de Poisson
et I'autre X telle que la loi de X sachant N suit une loi binomiale. En
particulier, on montre le résultat assez contre-intuitif suivant : la
variable aléatoire X et la variable aléatoire N — X sont indépendantes.

1. Chacun des 4 clients réalise une expérience de Bernoulli de parameétre p : le succes
de I’épreuve est I’achat du produit A et I’échec est le non achat du produit A — et donc
I'achat du produit B. La variable aléatoire X est la somme des résultats des 4 épreuves
de Bernouilli de parameétre p. La variable aléatoire X suit donc la loi binomiale de
parametre 4 et p. En particulier, la variable aléatoire X est a valeurs dans {0,...,4} et
pour tout k € {0,...,4},ona P(X =k) = (;{L)pk(l —p)**. De méme, la variable aléatoire
Y est la somme de 4 épreuves de Bernoulli pour lesquelles la réussite est ’achat de
B, dont la probabilité est 1 — p. La variable aléatoire Y suit donc la loi binomiale de
parametre 4 et 1 —p. En particulier, la variable aléatoire Y est a valeurs dans {0, ..., 4}
et pour tout k €{0,...,4},ona P(Y =k) = (ﬁ)(l —p)kp*7%. On obtient les lois suivantes
pour X et Y:

k 0 1 2 3 4
P(X=k) | (1-p)* | 4p(1-p)® | 6p*(1—=p)* | 4p°(1-p) | p*
P(Y=k) | p* |4p°(1-p) | 6p*(1-p)* | 4p(1-p)° | (1-p)*

Puisque X est binomiale de parametre 4 et p, puisque Y est binomiale de parametre 4
et 1 —p, les espérances de X et Y sont

E(X)=4p et  E(Y)=4(1-p).
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Avec 4 clients, le nombre de produits vendues est a produits A et b produits avec
a+b =4 et donc max(a,b)+min(a,b) = 4. Or 2max(a, b) > max(a, b) + min(a, b) = 4 donc
max(a,b) > 2. La variable aléatoire Z est donc a valeur dans {2, 3, 4}.

Si max(a,b) = 2, on a max(a, b) + min(a,b) = 4 si et seulement si 2 + min(a,b) = 4
et alors a = b = 2. L'évenement (Z = 4) est donc I’événement (X,Y) = (2,2) encore
équivalent a (X = 2) (puisque X +Y = 4). Ainsi, P(Z =2) = P(X = 2) = 6p>(1 — p)°.

Ensuite max(a, b) = 3, si et seulementsia=3etb=1,0oua=1etb=23.0nen déduit

P(Z=3)=P(X=3)+P(X=1)=4p>(1 —p)+4p(1 —p)®> = 4p(1 - 2p + p?).
Enfin max(a, b) = 4, si et seulementsia=4etb=0,0oua=0etb=4. On en déduit
P(Z=4)=P(X=4)+P(X=0)=p*+(1-p)*.

Laloi de Z est donc

k 2 3 4
P(Z=k) | 6p*(1=p)* | p(1=2p+p?) | p*+(1-p)*

La variable aléatoire Z est le nombre de boites ouvertes dans la journée.

2. Chacun des n clients réalise une expérience de Bernoulli de parametre p : le succes
de I’épreuve est 'achat du produit A et I’échec est le non achat du produit A — et donc
'achat du produit B. La variable aléatoire X sachant N est la somme des résultats des n
épreuves de Bernouilli de parameétre p. La variable aléatoire X sachant N = n suit donc
la loi binomiale de parametre n et p.

VneN,Vkelo,...,n}, P(X=kIN=n)= (Z)p"(l -p)" "

3. SoitneNet ke€{0,...,n}. Par définition de la loi conditionnelle de X sachant N =#,

on a
P((X,N) = (k, n))

P(N =n)

Or, N suit une loi de Poisson donc P(X = n) = A"e™"/n!. Ainsi

P(X = kIN = 1) =

VneN,Vkel0,...,n},  P(X,N)=(kn)) = (:)pk(l —p)”_ki—Te_/\.

4. Soit k € N. Commencons par remarquer que si k > n alors P(X = k[N =n) = 0. Par la
formule des probabilités totales, on a

P(X=k)= iP(X =k|N =n)P(N =n)
n=0
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et donc

+00 +oo
n A k
P(X =k) = kl n—k A _ oA _ )k
xX=k=) [fpra-pr et = ) -
n=k n=k
Or,
vl kan N 1 Oxtk _ Ak M(1=p)
Z(n_k)!(l—p) V=) F-p) ATt=ke
n=k =0
donc

k
VkeN  P(X=k)= %e—m

Autrement dit,

la variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parametre Ap.

On en déduit que

‘E(X):Xp et V(X):)\p.‘

5. Pour montrer I'indépendance de X et Y, montrons
V(k,0)eN*  P(X=kY=0)=P(X=kP(y=0).

Puisque X +Y = N - chaque client achéte un et un seul produit parmi A et B — les
événements (X =k, Y =€) et (X = k,N = k +¢) sont identiques. Soit (k,¢) € N?, on a donc

PX=k,Y=¢)=P(X=kN=k+?).
Grace a la question 3, on a donc

k+¢
k+€)pk(1— )g A _)\:l

() = (M1 = p)) e,

P(X:k’Yzf):( k k+0° Tk a

Comme ¢ = ¢ e M) on a
1 _ 1 ¢ _\(1-
PX=kY=0)=(0p)e™ 2 (\1-p) e

De méme que X sachant N = # suit une loi binomiale de parameétre n et p, la variable
aléatoire Y suit une loi binomiale de parameétre n et 1 —p. Par un calcul similaire a celui
de la question 4, on a donc

% (M(1=p)) eM17P) = p(Y = ¢)
Ainsi,
P(X =k, Y = £) = P(X = K)P(Y = 0)

et
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‘ X et Y sont indépendantes. ‘

6. Par définition
Cov(X,N) = E((X - E(X)) (N — E(N))) = E(XN) - E(X)E(N).
Or, N = X +Y donc
E(XN) = E(X?) + E(XY) = E(X?) + E(X)E(Y).

la premiere égalité résultant de la linéarité de I’espérance, la seconde de I'indépendance
de X et Y. De méme
E(X)E(N) = E(X)? + E(X)E(Y).

Finalement,
Cov(X,Y) = E(X?) - E(X)* = V(X)
et donc
Cov(X,Y) = Ap.

7. Soit k € N. L’évenement (Z < k est réalisé si et seulement siona X <ketY =k. On
a donc
P(Z<k)=P(X<kY<k)=P(X<k)P(Y <k)

les variables aléatoires X et Y étant indépendantes. Or,

: = (Ap))
P(X<k)=) P(X=j)=) e =S(kAp)e ™.
j=0 '

De méme,

On en déduit

P(Z <k)=S(k,Ap)S(k,\(1 =p))e~™.

(a). La fonction S(k,x) est définie figure 2.

(b). Le commercant tombe en rupture de stock si Z > 5. La probabilité de cet
évenement est 1 —P(Z <5). Or

P(Z <5)=5(5,5)%"1°.

Les instructions nécessaires sont données figure 2.
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® @® royer — Python — 117x56

Last loginm:

|22:89 |Mac~=python
Python 2.7.12 (v2.7.12:d33e@cf91556, Jum 26 20816, 12:18:30)

[GCC 4.2.1 (Apple Inc. build 5666) (dot 3)] on darwin
Type "help", "copyright", "credits" or "license" fTor more information.

=== def G(k,x):

n,d=1,1

s=n/d

for j in range(l,k+1):
n#*=x
d#=]
s+=n/d

return s

Thu Sep 15 22:85:47 on tiys@@2

=== Trom math import exp, pow
=»> l-pow(5(5,5),2)+exp(-18)
B.63226056R0238727

e I

FIGURE 2 — Programme Python
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