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Corrige du controle continu

La fonction In est définie sur R™*. Or,
VeeR 1+22>1>0.

Le domaine de définition de f est donc R.

La fonction u:  — 1 + 22 est continue sur R (car polynomiale) et a
valeurs dans R™*. La fonction In est continue sur R** (car, par définition,
elle est dérivable sur R**). Par théoréme de composition,

[ la fonction f = In ou est donc continue sur R. J

La fonction g est une fraction rationnelle (c’est-a-dire quotient de deux
fonctions polynomiales). Elle est donc définie en tout réel n'annulant
pas son dénominateur. Or,

VieR 2°—1=(x—1)(z+1).
On en déduit
VieR (22-1=0&x€{-1,1}).

Finalement,

[gestdéﬁniesurR\{—l,l}. ]

La fonction g est une fraction rationnelle (c’est-a-dire quotient de deux
fonctions polynomiales). Elle est donc continue en tout réel n'annulant
pas son dénominateur. Grace a la question précédente,

[ g est continue sur R\ {—1,1} ]

Pourtoutxz € R\ {—1,1},ona
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Or,

lim — =0 et lim —2:0
rx——+oo I r——+o0 I
donc
3 2
1——+ -
lim L T LZ — 1
r——+00 1
a2
puis
De méme,
. 1 i 1
Iim — =0 et lim —2:0
r——00 I T——00 I
donc 5 5
I —- 2
lim L 1 - — 1
r——00 1 -
22
puis
d) Ona
lim (z° — 32 +2) =6 > 0.
r——1
De plus,

lim (2* — 1) = 0.

r——1

Enfin,siz < —lalorsz? —1 > 0 doncsix < —1alors g(x) > 0.0nen
déduit

r<—1

[ wli}rzllg(x) = +00. ]

D'autre part, siz €] — 1,1[alors > — 1 < 0 doncsi z €] — 1,1] alors
g(x) > 0.0n en déduit

z>—1

e) La fonction g n’a pas de limite finie en —1 - elle n’en a méme pas a
gauche - on trouve que
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f)

g)

h)

[ g n'admet pas de prolongement par continuité en —1. ]

La quantité 22 —3z+2 s'annule en 1. Elle est donc factorisable par z — 1.
ontrouve 22 —3z+2 = (z—1)(x —2). Puisque 22 — 1 = (x —1)(z+1),
on trouve

x—2
Ve e R\ {-1,1} g(x)—x+1.
Or,
lmzr—2=-1 et limzx+1=2.
z—1 rz—1
On en déeduit

r—1

[ lim g(z) = —%. ]

Une fonction admettant une limite en un point y admet une limite a
gauche et une limite a droite. Les trois limites ont alors méme valeur.
On obtient

. 1 ) 1
limg(z) = -5 et lmg(z)=—.
z>1 <1

La fonction g admet une limite en 1. Elle admet donc un prolongement
par continuité en 1. Ce prolongement est la fonction g définie sur R \

{—1} par

22 —3x+2

B S siceR\{-1,1)

—— siz=1.

1 méthode - On a vu que g converge vers 1 en +oo. On peut donc
choisir

(a=0 et b=1. |

2¢ méthode - Pour toutz € R\ {—1,1},ona

2?2 —3x+2 x2—1—3x+3_x2—1 3z —3

x?2—1 x?—1 2—1 22-1
—1
—1-3 "2 -3
(x —1)(z+1) r+1
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1)

1)

Or,

. 3
lim — =
=400 x+1

En posanta=0 et b= 1onaalors
3
r+1

g(x) —axr —b=—

pour toutz € R\ {—1,1}. Il en résulte
lim (g(z) —az —b) =0.

T—>+00
3¢méthode - Pour tous réels a et b, pour tous x € R\{—1, 1}, on calcule

r? — 3z +2 —ar?+ (1=b)2*+ (a—3)x+b+2
———— —ar — b= .
2 —1 x?—1

Pour qu’une fraction rationnelle tende vers 0 en 400, il suffit que son
dénominateur soit de degré strictement plus grand que son numérateur.
Dans notre cas, il faut donc que les coefficients des termes de degré 3
et 2 du numérateur soient nuls. Ces coefficients sont —1 et 1 — b. Il suffit
donc de choisira =0etbh = 1.

La fonction f est continue sur l'intervalle fermé [0, 1]. Elle est donc bornée
sur cet intervalle et atteint ses bornes. En particulier, il existe 2 € [0, 1] tel
que

min f(2) = f(xo).

xz€(0,1]
Cela revient a dire

[ 30 € [0,1] Vze[0,1] f(z)> fla). ]

Pour tout x € [0,1], ona f(x) > 7. En particulier f(zo) > 7. Posant m =
f(zo), onam > 7 et, d’aprés la question précédente

Ve e[0,1] f(z)>m.
On a démontré

[ dm € [7,400] Vxe|0,1] f(z)>m. ]

La fonction f est continue sur [0, 1]. La fonction ¢t — f(t + 1/n) est donc
continue en tout réel ¢ vérifiant
1 . 1 1
0<t4+—<1 Cesta-dire ——<t<1——.
n n n

On en déduit que la fonction g est continue sur [0,1] N [—1/n,1 —1/n].On
obtient
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1
[ g est continue sur [0, 1-— —} ]
n

2) On calcule

o (520 () ()-Z0 () ()

H

£
I

Par changement de variable j = k£ + 1 on trouve

n—1 k n—1 ]{I—Fl n—1 k‘ n ] n—1 ]{I
o) -2 () -2 (G) -2 ()20 ()
k=0 k=0 k=0 j=1 k=0
Finalement,

3) On suppose que
£ WheN <O<k<n—1:>g(>7é0)

a) Pour tout entier k € [0,n — 1] on a donc g(k/n) > 0 ou g(k/n) < 0.Si
pour tout k& € [0,n — 1] on avait g(k/n) > 0, alors on aurait

n—1 n—1
k
Zg<ﬁ)>0 et donc Zg( )7&0
k=0 k=0
Si pour tout k € [0,n — 1] on avait g(k/n) < 0, alors on aurait
n—1 k
Zg<ﬁ)<0 et donc Zg( )7&0
k=0 k=0

Finalement, on en déduit

[a(ko,kl)e[o,n1]2 g(%)<0 et g(%)>0. ]

b) La fonction g est continue sur [0,1 — 1/n]. Elle est strictement négative
en ko /n etstrictement positive en k; /n. D'apreés le théoréme des valeurs
intermédiaires, on en déduit l'existence de ¢t compris entre ko /n et ky /n
tel que g(¢) = 0. Par définition de g cela implique
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2eford] sfn)-ro- |

4) On suppose que l'énoncé & n’est pas vrai.

a) La négation de I'énoncé & est
k
non (£) : Jk e N 0<k<n-—1 et g(—)zO.
n

b) Soit k un entier de [0,n — 1] tel que g(k/n) = 0. On pose t = k/n. On
ate0,1—1/n]etg(t) =0.Ainsi,

2efor-d] sl o |
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