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La qualité de la rédaction, la clarté des justifications sont des éléments pris en
compte dans l’évaluation de la copie.

Exercice 1 1 ) Soit f la fonction de la variable réelle donnée par

f(x) = ln(1 + x2).

a ) Quel est l’ensemble de définition de f ?
b ) Sur quel ensemble la fonction f est-elle continue ?

2 ) Soit g la fonction de la variable réelle donnée par

g(x) =
x2 − 3x+ 2

x2 − 1
.

a ) Quel est l’ensemble de définition de g ?
b ) Sur quel ensemble la fonction g est-elle continue ?
c ) Quelles sont les limites de g en −∞ et +∞ ? (Bien sûr, on justifiera le

résultat).
d ) La fonction g admet-elle une limite à gauche en−1 ? une limite à droite

en −1 ? une limite en −1 ?
e ) La fonction g admet-elle un prolongement par continuité en−1 ? Le cas

échéant, quel est ce prolongement ?
f ) La fonction g admet-elle une limite à gauche en 1 ? une limite à droite

en 1 ? une limite en 1 ?
g ) La fonction g admet-elle un prolongement par continuité en 1 ? Le cas

échéant, quel est ce prolongement ?
h ) Trouver des réels a et b tels que

lim
x→+∞

(g(x)− ax− b) = 0.
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Exercice 2 Soit f une fonction continue sur l’ intervalle fermé [0, 1]. On suppose que

∀x ∈ [0, 1] f(x) > 7.

1 ) Montrer qu’ il existe x0 ∈ [0, 1] tel que

∀x ∈ [0, 1] f(x) ≥ f(x0).

2 ) Montrer qu’ il existem > 7 tel que

∀x ∈ [0, 1] f(x) ≥ m.

Exercice 3 Soit f une application continue de [0, 1] dans R. On suppose que f(0) = f(1).
Soit n un entier naturel non nul. Le but de cet exercice est de prouver l’existence
d’un réel t ∈

[
0, 1− 1

n

]
tel que

f

(
t+

1

n

)
= f(t).

On définit une fonction g en posant

g(x) = f

(
x+

1

n

)
− f(x).

1 ) Quels sont les ensembles de définition et de continuité de g ?
2 ) Montrer que

n−1∑
k=0

g

(
k

n

)
= 0.

3 ) On suppose que

E : ∀k ∈ N
(
0 ≤ k ≤ n− 1⇒ g

(
k

n

)
6= 0

)
.

a ) Montrer qu’ il existe des entiers k0 et k1 dans [0, n− 1] tels que

g

(
k0
n

)
< 0 et g

(
k1
n

)
> 0.

b ) En déduire dans ce cas qu’il existe un réel t ∈
[
0, 1− 1

n

]
tel que

f

(
t+

1

n

)
= f(t).

4 ) On suppose que l’énoncé E n’est pas vrai.
a ) Écrire la négation de l’énoncé E .
b ) Montrer dans ce cas qu’il existe un réel t ∈

[
0, 1− 1

n

]
tel que

f

(
t+

1

n

)
= f(t).
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