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Généralites

Une suite réelle est une application d’un sous-ensemble Z,, = {n€Z: n > ny} dans
R. Siu: Zs,, — R est une suite réelle, on note souvent u,, plutoét que u(n) sa valeur en
n. Ce réel s’appelle le terme d’indice n de la suite. Le réel u,, s’appelle le premier terme
de la suite. On note aussi (u,,),>,, (ou parfois juste (u,,)) la suite u.

Dans la suite, nous omettrons le terme réelle et parlerons de suite quand nous
devrions parler de suite réelle.

Une suite peut étre définie a I’aide d’une formule permettant le calcul direct de
chaque terme de la suite, par exemple (1 - ﬁ) ., Cette formule s’appelle le terme
nz

général de la suite u. Une suite peut aussi étre dfinie par récurrence, c’est-a-dire par la
donnée des k premiers termes et d’une relation entre u,,, et t,,x_1,..., 1, pour tout
nzng.

Exemple 1- On définit une suite en (u,),~ en posant

up = 1 Uy = 2 Uz = 3
Uyi3 = Upyp+Upyy + U, pour tout n>1.

Exemple 2—Soit a > 1 un entier quelconque. On définit une suite en (u,),>( en posant

1 . .
Uy S1 u, est pair

3u,+1 siu, estimpair
pour tout n > 0.

Soit ny un entier. On note U, 'ensemble des suites (u,,),>,,- On munit cet ensemble
d’une structure d’espace vectoriel sur R.

Définition 3— Soit u = (uy)y>n, €t Vv = (Vy)ysn, deux éléments de U, . Leur somme u +v
est 'élement de U,,, dont le terme d’indice n est u, +v,, pour tout entier n > ny. Autrement
dit :

(u+v), =u,+v,

pour tout entier n > ny.

Définition 4—Soit u = (uy,)y>,, un éléement de U, et \ un reel. Le produit externe de
A par u, noté \u est I'élément de U, dont le terme d’indice n est \u,, pour tout entier
n > ngy. Autrement dit :

(Au), = Auy,

pour tout entier n > ny.
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Exemple 5-Soit u et v les suites définies respectivement par

1
u,=3n+2 et vn=2+z

pour tout entier n > 1. La suite 5u — 4v est la suite w définie pour tout n > 1 par

4
wn:15n+2—z.

Proposition 6— Quelque soit I'entier ng, l'ensemble U, est un espace vectoriel sur R.

Démonstration. L'ensemble Uno est muni d’une opération interne, ’addition, et d’une
opération externe, le produit externe. Vérifions que ces deux opérations vérifient les
axiomes de définition d’un espace vectoriel. Pour cela, on utilise le fait que deux suites
sont égales si et seulement si leurs valeurs en tout entier sont égales et le fait que R est
un espace vectoriel. On commence par 1’addition.

a) L’addition est associative. Soit en effet u,v et w trois suites de U, . Pour tout
nz=mngona
(u+v)+w), =(u+v),+w,
= (up+v,) +wy
=ty + (vt wy)
=u,+((v+w),
=(u+@+w))),.
Ainsi, (u+v)+w=u+(v+w).
b) L’addition est commutative. Soit en effet u et v deux suites de U,, . Alors pour

toutn>ngona
(U+V), = Uy +v, =V, + U, =(V+U),

Ainsi, u+v = v+ u.

c) Laloi admet un élément neutre. Notons en effet 0 la suite qui prend la valeur 0
en tout entier n > ny. Pour tous ces entiers, on a

(u+0),=u,+0,=u,+0=u,

etdoncu+0=u.

d) Tout élément de U,,, admet un opposé. Considérons en effet une suite u € U, .
Définissons la suite —u de U, par

(—u)y = —uy
pour tout n > n. Alors, pour ces entiers on a
(u + (_”))n =Uy+ (_u)n =Uy—Uy = 0= On

et donc —u est 'opposé de u.
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L’ensemble U, est donc un groupe commutatif. Vérifions les propriétés du produit
externe.

i) Le produit externe est distributif par rapport a I'addition. Soit en effet u et v
deux suites de U, et A un réel. Pour tout n > 1y, on a

(Mu+v)), = Mu+v),
= Mu, +v,)
= Au, + A\,
= (M), + (Av),
=(Au+Av),.
Ainsi, AM(u +v) = Au + Av.
ii) Le produit externe est distributif par rapport a ’addition dans R. Soit en effet

u €U, et X et p deux réels. Pour tout n > ny, on a

(A+pu), = A+ pu,
= \u, + puy,
= (Au)y + (pu)y,
= (A +pu),.

Ainsi, (A +p)u = Au + pu.

iii) Le produit externe est associatif avec le produit de R. Soit en effet u € U, et A
et p deux réels. Pour tout n > 1y, on a

donc (Ap)u = A(pu).
iv) Le scalaire 1 n’agit pas. Soit en effet u € U,, . Pour tout n > ny on a
(1-u),=1-u, =u,.
Ainsi 1l -u =u.
O]

Remarque 7—On montrera en annexe A que l’espace vectoriel U, n’est pas de dimen-
sion finie.

Il existe sur I'espace vectoriel des suites U, une troisieme opération, le produit.
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Définition 8- Soit u = (1), €t V = (Vy)ysn, deux éléments de U, . Leur produit uv est
I'élement de U, dont le terme d’indice n est u,v, pour tout entier n > ng. Autrement dit :

(uv), = uyvy,
pour tout entier n > ny.
Cette opération interne vérifie les propriétés suivantes.

Définition 9~ Le produit de Uy,
a) est commutatif;
b) est associatif;
c) admet un élément neutre, la suite 1 définie par 1,, =1 pour tout n>0;

d) est distributif par rapport a 'addition.

Démonstration. Considérons trois suites u,v et w de Uy, .

a) pour tout entier n > ny, on a (uv), = u,v, = v,u, = (vu), et donc uv = vu. Le
produit est donc commutatif;

b) Pour tout entier n > 1y, on a

((uv)w)n = (uv)nwn = (unvn)wn = un(vnwn) = ”n(vw)n = (u(vw))n

et donc (uv)w = u(vw). Le produit est donc associatif;

c) pour tout entier n > ngy, ona (ul), =u,l, =u,x1 =u, etdonc ul = u. Ainsi 1
est I’élément neutre pour le produit;

d) pour tout entier n > ng,ona ((u +v)w), = (U+v),w, = (U, +v,)w, = U,W,+V,W, =
(uw), + (vw), = (uw + vw), et donc (4 + v)w = uw + vw. Le produit est donc
distributif par rapport a I’adition.

O

Parmi les exemples de suites qu’il faut bien connaitre, il y a les suites arithmétiques.

Définition 10— Soit r un réel. Une suite (u,),>,, est dite arithmétique de raison r si
Uy = Uy + 1 pour tout n > ny.

Exemple 11— La suite (3+5n),,>_, est arithmétique de raison 5 car 3+5(n+1)—(3+5n) =5
pour tout n > -2.

Toutes les suites arithmétiques sont semblables a celle de I’exemple précédent, ainsi
que le montre la proposition suivante.

Proposition 12— Si (uy,),>,, est arithmétique de raison r alors
Uy = Uy, +(n—ng)r

pour tout n = ny.
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Démonstration. On appelle £(n) I'égalité u, = u, +(n—ng)r. L'égalité £(ny) est vraie :
Uy, = Uy, + 0r. Soit n > ng, supposons vraie I’égalité £(n). Alors,

Uppl = Uy +1 = Uy +(n—ng)r +1 =u, +(n+1-mng)r

et donc £(n + 1) est vraie. Par récurrence, on en déduit que £(n) est vraie pour tout
n2ny. O

On peut alors calculer la somme des premiers termes de toute suite arithmétique.

Proposition 13— Si (u,),>,, est arithmétique de raison r alors la somme des k+1 premiers
termes de cette suite est

k

k(k+1)
Zuno"'j = Ung t Unger T oo F Upgik = (k + 1)u”o . Tr‘
j=0
pour tout k > 0.
Démonstration. On a
k k k
. . k(k+1)
Y ttngs = Y (s i) = (b Dt 7Y = (kb D+~
j=0 j=0 =0

O

k(k+1
Pour retenir la proposition 13, on peut remarque que (T)r est le produit de la

somme des k premiers entiers naturels avec la raison et que (k + 1)u,,  est le premier
terme multiplié par le nombre de termes de la somme.
I1 faut aussi connaitre les suites géométriques.

Définition 14— Soit q un réel. Une suite (u,),>,, est dite géométrique de raison q si
Uyt = qU, pour tout n > ny.

Exemple 15— La suite (3-5"),_, est géométrique de raison 5 car 3-5"*! = 5.3.5" pour
tout n > -2.

Toutes les suites géométriques sont semblables a celle de I'exemple précédent, ainsi
que le montre la proposition suivante.

Proposition 16— Si (u,),>,, est géométrique de raison q alors
ui’l = ui’lo q”—”o

pour tout n = ny.
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Démonstration. Si q = 0, le résultat est vrai a condition de faire la convention 0° = 1.
On suppose désormais g # 0. On appelle £(n) I'égalité u, = u, q" ™. U'egalité £(ng) est
vraie : u, = unoqo. Soit n > ny, supposons vraie 1’égalité £(n). Alors,

_ _ n—-ny _ n+l-n
Up1 —qun—q”ngq 0—”n0q 0

et donc £(n + 1) est vraie. Par récurrence, on en déduit que £(n) est vraie pour tout
n2ny. ]

On peut alors calculer la somme des premiers termes de toute suite géométrique.
Proposition 17— Si (u,),>,, est géométrique de raison q alors la somme des k+1 premiers

termes de cette suite est

(k+1)uy,, sig=1

k
Zun0+]-: qk+1_1

0 Up, | sig=1

pour tout k > 0.

Démonstration. Une suite géométrique de raison 1 est constante et égale a u,, . La
somme de ses k + 1 premiers termes est donc (k + 1)u,, . On suppose maintenant q = 1.

On a
k k k
Y = Y ) =)o
j=0

j=0 j=0

Pour tout n > 0, on note £(n) I’égalité

L'égalité £(0) est vraie. Supposons vraie 1’égalité £(n). Alors,

n+l n+1 -1 . qn+1 1+ qn+2 _ qn+1 qn+2 -1
n+

Zq] Zq]+q q- g-1 = g-1 - qg-1

Légalité £(n+ 1) est donc conséquence de I’égalité £(n). Par récurrence, I’égalité £(n)
est vraie pour tout n > 0 et on termine la preuve en prenant n = k. O

Les suites croissantes et décroissantes jouent un role important dans I’étude des
suites.
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Définition 18- Soit (uy),>,, une suite.

1)

2)

3)
4)
5)

On dit qu’elle est croissante si u,,1 > u, pour tout n > ny. On dit qu’elle est stricte-
ment croissante si u,,1 > u, pour tout n > ny.

On dit qu’elle est décroissante si u,, < u, pour tout n > ny. On dit qu’elle est
strictement décroissante si u,,1 < u, pour tout n > ny.

On dit qu’elle est monotone si elle est soit croissante, soit décroissante.
o .
On dit qu’elle est constante si, pour tout n > ng, 0n a t, = Uy, .

On dit qu’elle est stationnaire s’il existe un entier ny > ng tel que, pour tout n > ny,
on a ity = Uy, .

Exemple 19— i) Les suites arithmétiques de raison positive sont croissantes.

ii)

iif)
iv)
v)

vi)

Les suites arithmétiques de raison négative sont décroissantes.

Les suites géométriques de raison supérieure a 1 sont croissantes si leur premier
terme est positif et décroissantes sinon.

Les suites géométriques de raison comprise entre 0 et 1 sont décroissantes si leur
premier terme est positif et croissantes sinon.

Les suites géométriques de raison strictement négatives et premier terme non nul
ne sont ni croissantes ni décroissantes.

Les suites constantes sont stationnaires mais les suites stationnaires ne sont pas
nécessairement contantes.

Exemple 20— i) La suite (In(n)),s; est strictement croissante (). En effet

ii)

iif)

iv)

n+1

In(n+1)-1In(n) = In :1n(1+%)>0.

La suite (exp(n)),>o est strictement croissante. C’est une suite géométrique de
raison e = exp(1) > 1.

. . S . n

Soit u, la suite définie pour tout entier n > 1 par u,, = CTh Pour tout n,on a u,, #0
et ] 1

u

ad/ad S (1 + —).

Uy 2 n
Sin>1, on en déduit
Upt1

<1
ui/l

Pour tout n > 1, on a u,, > 0 et donc u,.; < u,. La suite u est donc décroissante.

(="

Soit u, la suite définie pour tout entier n > 1 par u, = . Pour tout entier n > 1,
n

on a Uy, > Uy, 1 (puisque uy, >0 et uy,,q < 0) alors que uy, 11 < Up,,;. La suite u
n’est dons pas monotone.

a.

On rappelle que les fonctions logarithme et exponentielle ont été étudiées lors du cours de Mathé-

matiques pour tous.
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Exemple 21~ i) Si la suite (u,),>,, est croissante, alors la suite (—u,),>,, est décrois-
sante.

ii) Sila suite (u,),>,, est décroissante, alors la suite (~u,),>,, est croissante.

Exemple 22— Soit f: R — R une application croissante (). On définit une suite (Un)nzn,
en fixant la valeur de u, et en posant u,,; = f(u,) pour tout n > ny. La suite (1),
est monotone. On a en effet I’alternative suivante.

Puisque f croit, pour tout n > ng, ’égalité C(n) implique f (u,,1) > f(u,), c’est-
a-dire u, ., > u,,1 et donc C(n+ 1). Par récurrence, on en déduit que la suite
(4y)n=n, est croissante.

i) Soit u, 41 = u,,. On note C(n) I'égalité u,,, > u,. L'égalité C(ng) est vraie.

Puisque f croit, pour tout n > ng, 'égalité D(n) implique f (u,1) < f(uy,), Cest-
a-dire u,,, <u,.1 et donc D(n+ 1). Par récurrence, on en déduit que la suite
(4y)n=n, est décroissante.

ii) Soit u, 1 < u,,. On note D(n) I'égalité u, < u,. L'égalité D(ng) est vraie.

Remarque 23— On dit que la suite (u,),>,, est croissante a partir d’un certain rang s’il
existe un entier n; > n tel que la suite (u,),>,, est croissante.

Remarque 24-De fagon générale, une suite (u,),>,, est dite satisfaire une propriété 4
partir d’un certain rang s’il existe un entier n; telle que la suite (u,),>,, satisfait cette
propriété.

La suite (cos(n)),-o ne prend ses valeurs que dans [-1,1]. En revanche, la suite

(n),>0 peut prendre des valeurs arbitrairement grandes et la suite (—In(n)),>; peut
prendre des valeurs arbitrairement petite. On formalise ces notions.

Définition 25— Soit () ,>,, une suite.
1) On dit qu’elle est majorée s’il existe un réel M tel que, pour tout n > ny on a u, < M.
2) On dit qu’elle est minorée s’il existe un réel m tel que, pour tout n > ny on a u, > m.

3) On dit qu’elle est bornée si elle est a la fois minorée et majorée.

Remarque 26~ 11 faut remarquer qu’une suite (u,),>,, est bornée si et seulement s’il
existe un réel M tel que —M < u,, <M pour tout n > ng, c’est-a-dire si et seulement s’il
existe un réel M tel que |u,| <M pour tout n > ny.
a) En effet, considérons une suite u bornée. Il existe m et m; tels que, pour tout
entier n > ng, on a my < u, < m;. Puisque mqy > —|my| et m; <|my|, on a donc
—|mp| < u,, < |my| puis —max{|mygl, |m|} < u,, < max{|myg|,|m;|} pour tout n > ny.
En posant M = max({|m|,|m|}, on obtient |u,| < M pour tout n > n.
b) Réciproquement, supposons |u,| < M pour tout n > nj. Alors —-M < u,, <M pour
tout n > ny. La suite u est donc minorée par —M et majorée par M. Elle est donc
bornée.

b. Vous avez vu en Mathématiques pour tous que cela signifie que f(x) > f(y) pour tous x et y tels que
X2y
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Exemple 27— La suite u = (nl?

u, < uy pour tout n, et ug = 1) et minorée par 0. Elle est donc bornée. Notons que 1
n’est pas le seul réel qui majore u, tout réel M > 1 majore u. De méme, 0 n’est pas le
seul réel qui minore u puisque tout réel m < 0 minore u

) S st majorée par 1 (en effet elle est décroissante donc
nz

Limite d’une suite

2.1) Convergence vers une limite finie

L'objectif de cette partie est de rendre compte des situations ou les valeurs d’une
suite peuvent étre rendues aussi proches que voulu d’un réel donné sans ne plus s’en
éloigner.

Définition 28— Soit (1), >y, une suite et £ un réel. On dit que (u),>,, converge vers ¢,
ce qu’on note
lim u,=¢ ou u,—¢

n—+oo

si, pour tout réel € > 0, il existe un entier N > ng tel que, pour tout entier n > N, on a
lu, — €| <e.

Imaginez que l'on trace dans un plan muni d’un repere orthonormal (Oxyp) les
couples (n,u,) pour tout n > ny. La définition de la convergence vers ¢ signifie que,
quelque soit la bande horizontale choisie autour de la droite y = ¢, dés que n est assez
grand, toutes les valeurs u, sont confinées dans cette bande. On peut se reporter a la
figure 1 pour une illustration de la définition.

Remarque 29-Pour dire qu’une suite converge vers ¢, on dit aussi qu’elle tend vers ¢
ou qu’elle a pour limite £. Une suite est dite convergente si elle converge vers un réel. Si
une suite n‘admet pas de limite réelle, on dit qu’elle diverge.

Exemple 30—

1) Soit (1), une suite stationnaire. Il existe un réel c et un entier n; > n tel que,
pour tout n > n; on a u, = c. Montrons que la suite converge vers c. Ayant fixé
€> 0, on choisit N =n; + 1 et pour tout n >N, on a |u, —c|=0<e.

Toute suite stationnaire est donc convergente. Les exemples suivants montrent
qu’il existe des suites convergentes qui ne sont pas stationnaires.

2) Montrons que la suite (%)n>0 tend vers 0. Soit € > 0, on choisit pour N le premier
entier strictement supérieur a %, c’est-a-dire N = [%J +1.Sin>Nonaalorsn> %
et donc I% - 0| <e

3) On généralise I'exemple précédent. Soit a un réel positif strictement positif.

Montrons que la suite () (ﬂl_"‘)n>o tend vers 0.

¢. On rappelle la définition vue en cours de Mathématiques pour tous. Pour tout a > 0 et tout réel x, on

pose a* = e*In(@),
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Ficure 1 — Pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout n >N on a

,,,,,

(a)e=0,1,N=10

l)l/a

Soit € > 0, on choisit pour N le premier entier strictement supérieur a (g

2

< g 1o . Va .
c’est-a-dire N = {(%) J+ 1.Sin>N on a alors n > (%) puis n® > % et donc

%—0|Se.

. . . 1
Cet exemple montre en particulier que les suites (\/—H)
0.

Soit g un réel tel que |g| < 1. Montrons que la suite (¢"),s( tend vers 0.

et (%) tendent vers
n>0 n° /n>0

Sig=0,onagq"=0pour tout n> 0; ayant fixé € > 0, on choisit N = 1 et pour
toutn>N,onalg"-0/=0<e.
Supposons donc g # 0. Soit € > 0. Pour N, on choisit un entier qui soit a la fois

strictement positif et supérieur a llnquE', par exemple N = max(hlnLl;J + 1,0). Si

n >N, on a alors n > llnL@. Puisque |g| < 1, on en déduit nln|g| < Ine¢ puis, en
prenant l’exponentielle de cette égalité |g|" < e. Ainsi |g" — 0| < e.

s 14 : 2n+1
Considérons la suite (W)nzo' Ona

2041 _2m+D)-1_ 1

n+l  n+l1 7 n+l

2n+1 2‘_ 1
n+1 T n+l’

Soit € > 0 et N un entier positif supérieur a %— 1, par exemple N = [% - 1J + 1.

2n+1
n+1

2n+1 _ 1 s .
e 2| = —— < &. Ainsi, la suite (

Pour tout n > N on a alors | .|

) converge
n>0
vers 2.

Proposition 31— Si une suite converge vers un réel, ce réel est unique.
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Démonstration. Soit £ et ¢’ deux nombres réels et u = (u,,),,>,,, une suite dont on suppose
qu’elle converge vers ¢ et £’. Montrons qu’alors € = ¢’. Supposons, par I’absurde, que
¢ #{'. On pose alors ¢ = @ qui est un réel strictement positif. Puisque u converge
vers ¢, il existe un entier N > n tel que si n > N alors |u,, — €| < &. Puisque u converge
aussi vers ¢’, il existe un entier N’ > n tel que si n > N’ alors |u,, —{’| < e. Pour tout

n > max(N,N’) on a donc
7 / 7 2 /
=€) = |(y =€) = (1 = O)| < |ty — | + |y, — €] < 26 = Sle=¢

Puisque [ —¢’| > 0 on en déduit I'inégalité contradictoire 1 < % Ainsi £ ={’. O

Exercice 32— On considere deux suites u = (u4,),>,, €t v = (v,;)>5,- On suppose qu’il
existe ny; > n, tel que u,, = v, pout tout entier n > n;. Montrer que si la suite u tend
vers un réel ¢, alors la suite v tend aussi vers ¢.

Exercice 33— On considere une suite u = (1) >, -

a) i) On suppose que u tend vers le réel £. Montrer que la suite (1, —{),,>,, tend
vers 0;

ii) On suppose qu’il existe un réel ¢ tel que la suite (u, - ¢),»,, tend vers 0.
Montrer que u tend vers £.

b) i) On suppose que la suite u tend vers 0. Montrer que la suite (|u]),>,, tend
vers 0.

ii) On suppose que la suite (|u[),,, tend vers 0. Montrer que la suite u tend
vers 0.

c) i) On suppose que u tend vers le réel £. Montrer que la suite (|u,, —€|),,>,, tend
vers 0;

ii) On suppose qu’il existe un réel ¢ tel que la suite (|u, —¢|),>,, tend vers 0.
Montrer que u tend vers £.

Remarque 34-On considere une suite u = (u,);>,,- Si u converge vers un réel (.
Montrons qu’alors, la suite (|u,|),>,, converge vers |£|. Soit € > 0. Il existe N > n tel
que, pour tout n > N, on a |u,, — {| < . Or, pour tout entier n > 1y, on a

] = 1] < 1y, = €]

(voir le chapitre Nombres, Proposition 13). On en déduit que, pour tout n > N, on a
[l,| = 1€|| < €. La suite (|uy|) >y, converge donc vers |£].

ALa réciproque n’est pas vraie. Nous allons montrer que si u,, = (—1)" pour tout n > ny,
alors la suite (|uy|),>,, converge vers 1 alors que la suite u n’a pas de limite. Que
la suite (|u,|),>,, converge vers 1 est évident puisque c’est la suite constante égale
a 1. Supposons, par I'absurde, que u converge vers le réel €. On applique alors la
définition de cette convergence avec € = 5. On obtient un entier N > 1, tel que, pour

tout n > N, on a |(-1)"-¢| < % En particulier, choisissant n = 2N, on a |1 - ¢| < %
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puis, choisissant n=2N+1,ona [l +{| < % Puisque 2 =|(1 -¢) + (1 +{)|, on en déduit
I'inégalité contradictoire
=1.

2<1 -4 +]1+€ <=+

N =
N =

La suite u ne peut donc pas avoir de limite finie.

Cette unicité de la limite permet de définir des nombres comme limite de suites
(voir I'exemple 84).

Proposition 35— Toute suite convergeant vers un réel est bornée.

Démonstration. Soit (u,),>,, une suite de limite £ € R. Par définition de la convergence,
avec le choix € = 1, il existe un entier N > n tel que si n > N alors |u,, — €| < 1. Lorsque
n parcourt I’ensemble fini {ng,...,N — 1}, I'’ensemble des valeurs prises par |u, — €| est
fini. On peut donc définir

o = max{lu, —£€|: n€{ngy,..., N-1}}

puis M = max(1, «). Ainsi, |u, — €| < M pour tout entier n > ny. On en déduit que
¢-M < u, <{+M pour tout entier n > ny. La suite (u,),>,, est donc bornée. O

Al existe des suites bornées qui ne sont pas convergentes. On a montré a la re-
marque 34 que la suite ((—1)"),,>0 ne converge pas. Elle est cependant bornée puisqu’elle
ne prend que les valeurs —1 et 1.

I1 est souvent un peu pénible de calculer la limite d’une suite en utilisant direc-
tement la définition. Une autre facon de procéder est de disposer d’un ensemble de
suites de références (dont on connait la limite) et de connaitre le comportement des
suites lorsqu’on applique des opérations a cet ensemble de suites de références.

Théoréme 36— Soit (uy),sp, et (Vy)nsn, deux suites. On suppose que u, — € et v, — ('
avec € et U’ réels. Alors

1) u,+v, >€+’;
2) si Aestun réel, Au, — AL;
3) u,v, —;

4) si{#0, il existe un entier ny > nq tel que la suite (—) est définie et
n/n>ny

1 1

u, €

Démonstration.
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1)

Soit € > 0. Puisque (u,),>,, converge vers ¢, il existe un entier N; > n tel que,
pour tout entier n > N; on a |u, - {| < 5. Puisque (v,),>,, converge vers ¢’, il
existe un entier N, > n tel que, pour tout entier n > N, on a |v, —{’| < 5. Posons
N =max(Ny,N,). Si n > N alors

| +v0) = (€ + )| < ity =]+ v, — € < §+ — e,

N m

On en déduit que (u, +v,),>,, converge vers £ +{’.

Si A =0, la suite (Au,),>,, est la suite constante nulle, elle admet donc 0=0-¢
pour limite.

Supposons maintenant A = 0. Soit ¢ > 0, on a alors ﬁ > 0. Puisque (uy)y>n,
converge vers ¢, il existe un entier N > n, tel que, pour tout entier » > N on

alu,-{| < |—;| Pour tout entier n > N on a donc |Au,, — Al| = |||, — €] < e. Ceci

montre que Au, — L.

Pour tout n > ny, on remarque que
v, =00 = (u, — O, + (v, - ')
d’ou l'on déduit
|t vy = €O < iy = L] vy + v, = €] [€].
La suite (v,),>,, est convergente, elle est donc bornée : il existe M > 0 tel que
pour tout n > ng on a |v,| < M. On a donc

lu,v, — €0 < |u, —€]- M +v, = '] -1€).

Soit € >0, 0n a 557 > 0. Puisque u,, — ¢, il existe N; > n, tel que, pour tout n > N;
ona .

Uy, =t < —.

€1 < 5

Ainsi ¢

|unvn _€€,| < E + |Vn _€,| : |€|
pour tout n > Nj.
Si¢ =0, on en déduit

lu,v, — 0’| < = <e¢

N m

pour tout n > Ny et donc u,v, — €(’.
&

Supposons maintenant € = 0. On a 317

que, pour tout n> N, on a

> 0. Puisque v, — ¢, il existe N, > n tel

€
-0 —.
Posons N = max(Ny, N,). Pour tout n > N, on a donc
e €
-0 < -+ —|0| =
|unvn |— 2 2|€|| | €

puis u,v, — .
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4) Nous commencons par montrer qu’il existe un entier n; > n tel que u, # 0 pour
tout n > ny. Puisque € # 0, on peut choisir € = l—gl dans la définition de u,, — ¢. On
obtient alors un entier n; > ng tel que, pour tout entier n > n; on a |u, —{| < %,
c’est-a-dire

4 14

(-5 <uy <+, (1)

Si¢<0O, alors€+@ = % < 0 et donc u, < 0 pour tout n > ny. Si £ > 0, alors
- @ = % > 0 et donc u,, > 0 pour tout n > n;. Dans les deux cas u,, # 0 pour tout

n > ny. La suite (ui) _, est donc définie.
n/nzmny

: s . )l , 1 1
Montrons maintenant la deuxiéme partie de I’énoncé : — — 7 Pour tout n > n,

un
on a
L1 fu, =
Uy 4 |€L|unr
Si ¢ < 0, I'inégalité de droite de ’encadrement (1) conduit a u, < % = —% <0
donc |u,| = —u,, > %. Si¢ >0, I'inégalité de gauche de I’encadrement (1) conduit

au, > % = |—g| > 0 donc |u,| = u, > @. Dans les deux cas, on a |u,,| > @ > 0 puis
1 1‘ 2

[ _
P R

pour tout n > ny.
Soit € > 0. Puisque u, — ¢, il existe n, > n, tel que pour tout n > n, on a

2
lu, — €] < %e. Posons N = max(ny,#,). Pour tout n >N on a

1 1‘ 2 ¢
___< —

u, {

— - ——E=¢

TR 2

1 1
On en déduit que — — —.
u, ¢

2n+3
7n+1

Exemple 37— Considérons la suite u = ( ) " Pour tout entier n> 0, on a
nz

2n+3  2+3/n
Tn+1  7+1/n

1 , .
On a vu que — — 0 et que la suite constante de terme général 3 tend vers 3. Le point 2)
n
du théoreme 36 implique donc que — — 0. La suite constante de terme général 2 tend
n

1
vers 2. Grace au point 1) on a alors 2+ — — 2. De méme, 7 + — — 7. Puisque 7 # 0 on
n

déduit du point 4) que — —. Enfin, utilisant le point 3) on obtient

7+1/n 7
2+3/n 2

—_ —

7+1/n 7
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Exemple 38— Soit a et b deux réels. On considere une suite (u,),>,, convergeant vers
une limite réelle £ # —b. Grace au point 4) du théoreme 36, il existe un entier n; tel que

(”Tl ‘l)
1 Tl>7’l]

est définie. Grace au point 1) ona u,+a — €+aetu,+b — €+b. Grace au point 4) on a

1 1
— ndaw Enfin, grace au point 3) on obtient

u,+a C+a
— .
u,+b  €+0b

Corollaire 39— Toute suite géométrique de raison q telle que |q| < 1 converge vers 0.

Démonstration. Considérons une suite géométrique u = (unoq"‘”o) o
n>ng

Sig=0,onau,=0desquen>ny+1etdoncu tend vers 0.

Supposons alors g = 0. On a
Up,

q"

pour tout n > ny. D’aprées ’exemple 30, g” — 0 donc u,, — 0. O

qYl

U, =

Remarque 40— Les points 1) et 2) du théoreme 36 montrent que le sous-ensemble Uy
de U, constitué des suites convergentes :

Uy, = {(un)nzn0 € Uy, : il existe un reel ¢ tel que u,, — €l

est un sous-espace vectoriel de U, . En revanche, ayant fixé un réel ¢, le sous-ensemble
L[fo de U,,, constitué des suites admettant £ pour limite :

u;fo = {(un)nZnO € uno Uy = €}

n'est un sous-espace vectoriel de U, que si £ = 0. Les sous-espaces vectoriels U, et U,?O
ne sont pas de dimension finie (voir I'annexe A).

2.2) Limite infinie
Définition 41— Soit (uy,),>,, une suite. On dit que (u,),>,, tend vers +oo, ce qu’on note

lim u, =400 ou u,— +oo
n—+o00

si, pour tout réel M, il existe un entier N > ny tel que, pour tout entier n > N, on a
u, > M.
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10

T

Il n n n Il n n n Il n n n Il

20 40 60 80 100

F1GUure 2 — Une suite non croissante de limite +oco, la suite (\/ﬁ+ %) .
n>1

Imaginez que 'on trace dans un plan muni d’un repere orthonormal (Oxy) les
couples (n,u,) pour tout n > ny. La définition de la convergence vers +oo signifie que,
quelque soit la droite horizontale choisie, des que n est assez grand, toutes les valeurs
u, sont au dessus cette droite. On peut se reporter a la figure 2 pour une illustration de
la définition.

Remarque 42— Pour dire qu’une suite tend vers +oo, on dit aussi qu’elle admet +oo

comme limite.

On a une notion identique pour les suites devenant de plus en plus négatives.

Définition 43— Soit (uy,),>,, une suite. On dit que (u,),>,, tend vers —co, ce qu’on note

lim u,=-00 ou u,—> -0
n—+0o

si, pour tout réel m, il existe un entier N > n tel que, pour tout entier n > N, on a u,, < m.

Imaginez que l'on trace dans un plan muni d’un repere orthonormal (Oxy) les
couples (n,u,) pour tout n > ny. La définition de la convergence vers —oo signifie que,
quelque soit la droite horizontale choisie, dés que n est assez grand, toutes les valeurs
u, sont au dessous cette droite.

Remarque 44—Pour dire qu’une suite tend vers —co, on dit aussi qu’elle admet —co
comme limite.

Remarque 45-11 faut prendre garde que l'expression « la suite u diverge » signifie que
la suite u n’a pas de limite réelle. Cela peut donc signifier trois choses : soit que le suite
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u tend vers +oo, soit qu’elle tend vers —oco , soit qu’elle n’a pas de limite ni réelle ou
infinie.

Remarque 46— Une suite (u,),>,, tend vers +co si et seulement si la suite (~u,),>y,
tend vers —oo.

Exemple 47—

1) Si g > 1, montrons que la suite (9"),>,, tend vers +oco. Soit M € R. Si M < 0, alors

pour tout n>ngonaqg”>0>M.Si M>0, on choisit pour N un entier supérieur a

InM InM
El_q' par exemple N = Lr;—qJ +1. Pour n > N, et puisque g > 1, on a alors q" > M.

2) Si a >0, montrons que la suite (n%),,, tend vers +co. Soit M € R. Si M < 0, alors
pour tout n > ngonan®>0>M.SiM>0, on choisit pour N un entier supérieur a
M@, par exemple N = [Ml/“J +1. Pour n> N on a alors n% > M.

Le résultat suivant généralise la proposition 31.

Proposition 48— Si une suite admet pour limite un réel, —co ou +oo, cette limite est
unique.

Démonstration. On considere une suite (u,),>,, puis £ et £’ deux limites de cette suite.
On distingue différents cas.

1) Si ¢ et ¢’ sont réels, la proposition 31 implique que £ ={".

2) Supposons ¢ € {—o0, +o0}. Grace aux définitions de u,, — +oo et u,, — —oo, pour

tout M, il existe N tel que si n > N alors |u,| > M. La suite (u,),>,, n’est donc
pas bornée. Elle ne peut donc pas converger vers un réel. Ainsi, ¢’ € {—co, +o0}.

a) Supposons ¢ = +co. Il existe N tel que pour tout n > N on a u,, > 1. Supposons
par 'absurde que ¢’ = —c0. Il existe alors N’ tel que pour tout n > N’ on a
u, <—-1. On obtient une contradiction des que n > max(N,N’) de sorte que
nécessairement ¢’ = +oo.

b) Si ¢ = —oo. Il existe N tel que pour tout n > N on a u, < —1. Supposons
par 'absurde que ¢’ = +oo. Il existe alors N’ tel que pour tout n > N’ on a
u, > 1. On obtient une contradiction des que n > max(N,N’) de sorte que
nécessairement ¢’ = —oo.

O

Exercice 49—
1) Montrer que si une suite tend vers +oo, elle n’est pas majorée.

2) Montrer que si une suite tend vers —oo, elle n’est pas minorée.
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On généralise aussi les résultats des opérations sur les limites.

Proposition 50 (Produit externe et limites)- Soit (u,),>,, une suite et A € R. On
suppose que u,, — € avec £ € RU {—c0, +o0}.

i) sit eRalors Au,, > \;

—00 SIA<O0
ii) si € =+ooalors Au, —> {0 siA=0;
+o0 SiA>0
+o0 SIA<O

i11) si € = —oco alors Au, —> <0 siA=0

—o00 siA>0

Démonstration.

i) C’est le point 2) du théoreme 36.
ii) On suppose u, — +oo.

a) Supposons A < 0. Soit m € R. Comme u,, — +o0, il existe N tel que, pour tout
n >N, ona u, > . Puisque A <0, on en déduit que si n > N alors Au, < m.

b) Supposons A = 0. La suite (Auy,),>,, est la suite constante nulle. Elle admet
donc 0 comme limite.

c) Supposons A > 0. Soit M € R. On a u,, — +co0 donc il existe N tel que, pour
tout n > N, on a u, > % Puisque A > 0, on en déduit que si n > N alors
Au, > M.

iii) On suppose u,, — —oco. En utilisant la remarque 46, on voit que —u,, — +co. En
appliquant le point ii) a la suite (~u;),>,,, on trouve que —Au, — —co si A <0,
que —Au, — 0si A =0 et —Au, — +oo0 si A > 0. Il reste alors a appliquer de
nouveau la remarque 46 pour obtenir la limite de A(u,,),>y,-

O
Lorsque nous marquerons IND (pour indéterminé), cela signifie qu’il n’y a pas de

résultat général applicable a toutes les suites. Il faut alors utiliser une méthode adaptée
a chaque cas particulier.
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Proposition 51 (Somme et limites)— Soit (uy,),>n, €t (Vy)n>n, deux suites. On suppose
que u, — L et v, — €' avec { € RU{—o0,+00} et £’ € RU {—o0,+00}. Le tableau ci-dessous
résume les limites éventuelles de (1) >p, + (Vy)usn, en fonction des valeurs de € et (.

gl
‘ -0 | €ER | +o0
—00 —00 | —oco | IND
eR —oo | {+{ | 40
+00 IND +00 +00

Remarque 52-Si u,, — +oo et v, — —co, on ne peut pas prévoir la limite de (u, +v,) >,
sans étude spécifique, ainsi qu’'on le voit en considérant les exemples suivants.

[
(ad
[

[

Démon

i)

ii)

iii)

iv)

vi)

vii)

Siu, =netv,=-n/2 pour tous n alors u, + v, — +oo;

si u, =netv, =-2n pour tous n alors u, +v, - —oc0;

soit a un réel quelconque, si u,, = n+ /2 et v, = —n+ /2 pour tous n alors
U, +v, - o;

siu, =netv, =-n+(-1)", alors (1, +v,),>,, n'a pas de limite (voir 'exemple 86).

stration de la proposition 51.

Si{ =-co et =—oo.Soit m réel. Il existe N; tel que, pour tout n > N; on a
u, <m/2 et N, tel que, pour tout n > N, ona v, < m/2. Posons N = max(Ny,N,).
Pour tout n >N, on a u, + v, < m.

Si € =—co et {’ €R. Soit m réel. La suite (v,),>,, est bornée donc en particulier
majorée. Il existe donc C tel que, pour tout n on a v, < C. Il existe par ailleurs
N tel que, pour tout n > N on a u, < m— C. Finalement, pour tout # >N on a
U, +v, < m.

SifeR et =-co.On raisonne comme précédemment en échangeant les
notations £ et {’.
Si € et ¢’ sont réelles, le résultat est le point 1) du théoréme 36.

SifeR et =+oo.Soit M réel. La suite (u,),>,, est bornée, donc en particulier
minorée. Il existe donc C tel que, pour tout n on a u,, > C. Il existe par ailleurs N
tel que, pour tout n > N on a v, > M—C. Pour tout n > N on a donc u,, +v,, > M.

Si € = 400 et ¢’ € R. On raisonne comme précédemment en échangeant les
notations ¢ et ¢’.

Sil =+ooetl =+o0.Soit M réel. Il existe N tel que, pour tout n > Ny ona u,, >
M/2 et N, tel que, pour tout n > N, on a v,, > M/2. Posons N = max(Ny,N,).
Pour tout n >N, ona u, +v, > M.

O]

Exercice 53— Prouver les points v) a vii) de la proposition 51 en utilisant les points i) a
iii) et la remarque 46.
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Exemple 54— Les suites arithmétiques de raison strictement positive tendent vers +co.
Les suites arithmétiques de raison strictement négative tendent vers —co. Les suites

arithm

étiques sont en effet de la forme u,, = u,, + (n—ng)r pour tout n > ny.

Proposition 55 (Produit et limites)— Soit (u4,),5p, €t (Vy)usn, deux suites. On suppose
que u, — L et v, — €' avec £ € RU {—o0,+00} et £’ € RU {—o0, +00}. Le tableau ci-dessous
résume les limites éventuelles de la suite produit (1,v,),>,, en fonction des valeurs de ¢

et .

€/
¢ -0 | <0 0 >0 | +00
—00 +00 | +00 | IND | —0O | —00
<0 +oo | €0 0 | &0 | —
0 wp | O 0 0 IND
>0 -0 | U 0 | &0 | +o0
+00 —00 | —00 | IND | +00 | +00

Remarque 56— Si une suite tend vers 0 et une autre vers —co ou +c0, on ne peut pas
prévoir la limite de leur produit sans étude spécifique. On le voit en considérant les
exemples suivants.

[

LR IR AR

Soit a un réel non nul quelconque, si u,, = 1/(an) et v, = a’n pour tous n alors
U, v, — o;

si u, = 1/n? et v, = n pour tous n alors u,v, — 0;

si u, = 1/n et v, = n? pour tous n alors u,v, — +co;

siu,=-1/netv, = n? pour tous n alors u,v, — —oo;

siu, =(-1)"/netv, =n, alors (u,v,),>,, n'a pas de limite (voir I’exemple 86).

Démonstration de la proposition 55. On ne traite que les cas non déja traités et on s’au-
torise a permuter les suites pour se ramener a un cas déja démontré.

i)

ii)

Si € =—ocoet{’ =—co.Soit M un réel. Il existe N; tel que, pour tout N > N; on
a u, < —V[M|. Il existe N, tel que, pour tout N > N, on a v,, < —V|M]|. Posons
N = max(Ny,N,). Pour tout n > N, on a u,v,, > |M| et donc u,v, > M.

Sif =-ocoet{ €R™ En utilisant la définition de la convergence v,, — ¢’ avec
e =—{'/2>0, on trouve N; tel que pour tout n >Nj on a
¢’ U
< < -—
2 =T =Ty
et donc
v, <{'/2. (2)
Puisque u,, — —oo, si M est un réel, il existe N, tel que pour tout n > N, on a
u, <2|MJ/e’. (3)

Posons N = max(Ny, N,). Pour tout n > N, les inégalités (2) et (3) sont valides
et concernent des nombres négatifs. Pour tout n > N, on a donc u,v, > M| et
donc u,v, > M.
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iii) Si¢ =—-oco et ¢’ € R*". Le théoreme 36 implique que —v,, — —¢’ < 0. D’apreés le ii),
on a u,(-v,) — +oo. Mais puisque u,(-v,) = —(u,v,), la proposition 50 permet
de déduire u,v, — —co.

iv) Si¢ = —oc0 et ¢’ = +o0. La proposition 50 implique que —v,, — —co. D’aprés le i),
on a u,(-v,) — +oo. Mais puisque u,(-v,) = —(u,v,), la proposition 50 permet
de déduire u,v, — —co.

v) Si¢<0etl =+c0.0n aalors —v,, > —oco. Grace a ii) on en déduit —u,v,, — +oo
et donc u,v,, — —oo.

vi) Si¢>0et ¢ =+c0.On a alors —v,, — —oco. Grace a iii) on en déduit —u,v,, — —c0
et donc u,v, — +oo.

vii) Si{=+o0 et {’ =+o0. On a alors —u,, — —oo0 et —v,, — —c0. Puisque (-u,)(-v,) =
u,v, on en déduit u,v,, — +oo.

O

Proposition 57 (Inverse et limites)— Soit (uy,),>,, une suite. On suppose que u, —
avec £ € R U {—o0, +00}.

i) si € est réel et non nul alors il existe un entier ny > ny tel que la suite | —
Un n>n;

1 1
est définie et — — —;
f u, £

ii) si { =0 et s’il existe ny tel que, pour tout n > ny, on a u, > 0 alors — — +oo;
iii) si € =0 et s’il existe ny tel que, pour tout n > ny, on a u, <0 alors — — —c0;

iv) si{ =—o0 ou € = +oo alors il existe un entier ny > ny tel que la suite (—)
un
n>n;

e 1
est définie et — — 0.
un

Remarque 58-La proposition 57 ne dit rien si u,, — 0 sans garder le méme signe a

partir d’un certain rang (c’est-a-dire si elle change de signe une infinité de fois). Dans
. : ) A 0 .

ce cas, et si de plus la suite (u,,),>,, ne s’annule pas a partir d’un certain rang n;, alors

. 1 o

la suite (—) n’a pas de limite. Supposons en effet que (u,,),>,, tende vers 0 et que
Un n>ny -

u, # 0 pour tout n > ny. Supposons aussi que, pour tout N > ny, il existe n, > N et

nz > N tels que u,, > 0 et u,, < 0. Puisque |u,| — 0, le point ii) de la proposition 57

implique — +00. La suite (—) n’est alors pas bornée. Si elle admet une limite,

|u71| un
celle-ci ne peut étre que —co ou +co. En particulier que toutes ses valeurs a partir d'un
certain rang sont de signe constant. Ce n’est pas le cas.

Démonstration de la proposition 57.



2 Limite d’une suite p- 25

i) C’est le point 4) du théoreme 36.

1
ii) Soit M un réel. Si M < 0, on a — > M pour tout n > n;. Supposons M > 0.
un

1
Puisque u,, — 0, il existe Ny tel que si n > N; alors |u,| < N Posons N =

1 1
max(ny,Nyp). Sin >N alors 0 < u, < — et donc — > M.
M Uy,

1
iii) Soit M un réel. Si M > 0, on a — < M pour tout n > n;. Supposons M < 0.
un

1
Puisque u, — 0, il existe Ny tel que si n > Nj alors |u,| < M Posons N =

1 1
max(ny,Nyp). Si n > N alors 0 < |u,| < M et u, <0donc — <M.
un

iv) Que ¢ soit —co ou +o0, la suite (|t])>,, tend vers +oo. Soit € > 0. Il existe N tel

que pour tout n > N on a |u,| > —. On en déduit que pour tout n > max(n, N)
€

1
ona — <&
|

O

Exemple 59—-On considere deux entiers d et d’ strictement positifs puis des réels
ag,...,ay avec az = 0 et des réels by,..., by avec by = 0. Pour tout n > 0, on écrit

) b b
bo+b1n+...+bd/nd = —0,+—,1+...+bd/ n
pd -1

d’-

Cette quantité tend vers +oo si by > 0 et vers —oo si by < 0. Dans le cas ou by > 0, il
existe donc n tel que, pour tout n >ngonaby+bjn+...+ byn? >1. De méme, dans le
cas ot by < 0, il existe 1, tel que, pour tout n>nyona by+byn+...+byn? <—1. Dans
les deux cas, il existe ny > 0 tel que by +byn+...+ byn® =0 pour tout n > ny. Ainsi
peut-on définir la suite

ag+ajn+...+agnt
bo+bin+...+bgn? ]
Pour tout n > ng, on écrit
a0+a1n+...+adnd _ nt Z—2+%+.--+ad
bo+bin+...+bgnd  nd %+n5}_1 bt by
Puisque
Mt ag a
%+ T +...+by ba
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on obtient

0 sid<d’

a4 . ’
ag+ayn+...+agn? b_d' sid=d

7 d’ . . A .
bo+byn+...+ban +oo sid>d’ etsiay et by ont méme signe

—oco sid>d’ etsiay et by sont de signes opposés.

3 . .
Comparaisons de suites

3.1) Inégalités et limites

Proposition 60— Soit (1) >y, €t (Vy)uzn, deux suites. On suppose qu’il existe N tel que,
pour tout n >N, on a u, <v,. Si u, — € et v, — € ou { et {’ sont tous deux réels, alors
(<.

A\ Le théoréme ne concerne que des inégalités larges. Définissons deux suites u et v en
posant u, = 1/n et v,, = 2/n pour tout entier n > 0. On a u, < v, pour tout n > 0 mais
limu, = limv,,.

Démonstration. On raisonne par I’absurde en supposant £’ < €. On pose alors ¢ = % >
0. Il existe N tel que, pour tout n > N; on a |u, —€| <e¢, c'est-a-dire (L —e <u, <l +¢
soit encore

)

20+ ¢ 40—
3 <u, < 3 (4)

De méme, il existe N, tel que, pour tout n >N, on a |v, — {’| < ¢, c’est-a-dire
40’ - ¢ 20'+¢
<v, < . 5
" <v, < (5)
Des inégalités (4) et (5), on déduit que si n > max(Ny,N,) alors
s 2040 L+0+0 S 0+20 .-
"33 3 ="

Pour n > max(N, Ny, N,), on obtient ’encadrement contradictoire v, < u,, < v,,. O

La proposition précédente ne permet pas de dire si une suite admet une limite
mais seulement de comparer des limites. Le théoréme d’encadrement sert lui a prouver
I'existence d’une limite de suite.

Théoréme 61 (Théoreme d’encadrement)— Soit (4y)ysn,s (Vi)nsn, €t (Wy)ysn, trois
suites. On suppose qu’il existe Ny tel que, pour tout n > Ny, on a
U, SV, Sw,y,.

Si (Un)usn, €t (Wi)usn, admettent la méme limite réelle ¢, alors v, — €.
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Démonstration. Soit € > 0. Il existe N tel que, pour tout n > N; on a
—e<u,-{<e
et N, tel que, pour tout n >N, on a
—e<w,-¢<e
Soit N = max(Ny,Ny,N,). Sin >N, on a
—e<u,—{<v,—€{<w,-{<¢

et donc |v,, — €| <e. dJ

cosn
n

Exemple 62— On considére la suite u = ( ) o1 Pour tout n on a
n

Or on sait que —-1/n — 0 et 1/n — 0 donc u,, — 0.

Exercice 63— S5oit (u4,),>4, €t (v,)u>n, deux suites. On suppose qu’il existe 1y > ng tel
que |u,| < v, pour tout n > n;. Enfin, on suppose que v,, — 0. Montrer que u, — 0.

Exemple 64— Nous allons montrer que si a est un réel strictement positif alors

1 o
(1+—) — 1.
n

Loy . . 1\*
Pour cela, grace au théoreme d’encadrement, il suffit d’encadrer (1 + —) par les termes
n

généraux deux suites de limite 1. Puisque a« >0, on a
1 o4
(1 + —) >1
n

pour tout n > 1. De a < |a| + 1, on déduit
1\® 1\
(1+—) §(1+—)
n n

\ N . . % .
ou k = ||+ 1 est un entier strictement positif. La suite ((1 + —) ) est le produit de k
n
n>0

k
suites qui tendent vers 1, elle tend donc vers 1. On a donc encadré ((1 + —) ) par
n

n>0
deux suites de limite 1 d’ou le résultat.

L’équivalent du théoréme d’encadrement pour les limites infinies est le suivant.
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Proposition 65— Soit (1,,),>p, €t (Vy,)u>n, deux suites. On suppose qu’il existe Ny tel que,
pour tout n > Ny, on a u, <v,.

1) Siu, — +ooalors v, — +oo.

2) Siv, — —ocoalors u,, — —co.

Démonstration.

1) Soit M un réel. Il existe Ny tel que si n > Ny alors u,, > M. Soit N = max(Ny, Ny).
Onav, >u, >M pour tout n > N.

2) Soit m un réel. Il existe N; tel que si n > N; alors v,, < m. Soit N = max(Ny, Ny).
Onav, <u, <M pour tout n > N.

O]

Exemple 66— Considérons la suite (1 + cosn),so. Pour tout n, on a n —1 < n+ cosn.
Puisque n—1 — 400, on en déduit n + cosn — +oo.

3.2) Croissance polynomiale et croissance exponentielle

L'objectif de cette partie est de montrer le résultat suivant.

Théoréme 67— Si o est un réel strictement positif et si r est un réel strictement supérieur

al alors
nOl
——0.
" n—+oco

Démonstration. On définit une suite (u,),ey en posant u, = n®/r"* pour tout entier
naturel n. Pour tout n > 1 on a alors u,, > 0 et

1 1\*
Unel _ 2 (1 + —) .
U, r n
Puisque r > 1 on peut choisir € = % > 0 dans la définition de (1 + %)a — 1 (voir
I'exemple 64). On obtient alors I’existence d’un entier ny > 1 tel que

1\% +1
(1+—) §1+e:r—
n 2

pour tout n > ny. On a alors

Upt1 :l(“_l)“ r+1
u, r

pour tout n > n. Par récurrence il suit

r+ 1\
U, < > Uy,
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pour tout n > ny. Enfin, puisque (r+1)/(2r)<1,on a
r+1\""o
( 2r ) e e— 0

Comme (u,),cy est a termes positifs, on déduit du théoreme d’encadrement qu’elle
tend vers 0. O

Exemple 68-0n a
2"+ n’ _(2)”+ n’
3n \3 3n’
Puisque |%| <1l,0ona (%)” — 0. Par ailleurs, g—z — 0 donc
2"+’
371

— 0.

3.3) Approximation décimale des nombres réels

Soit a un nombre réel. L'objet de cette partie est d’en donner des approximations
décimales. Un nombre décimal est un nombre rationnel qui n’a qu’un nombre fini de
chiffres décimaux.

Exercice 69— Soit x un nombre réel. Montrer qu’il est décimal si et seulement s’il existe
un entier relatif k et un entier naturel n tel que x = 1.

Nous allons approcher le nombre réel a par des nombres décimaux. On définit une
suite A(a) = (A, (a)),>0 en posant

Ay(a) = Llloonnaj

pour tout entier n > 0.
Exercice 70— Donner les valeurs de A, (1) pour n € {0,1,2,3,4,5}.
La définition de la partie entiere implique [10"a] < 10"a < [10"a]+ 1. On a donc

10"a—1<|10"a| <10"a

et donc |
a- o7 <A,a)<a (6)
pour tout n > 0. Grace au théoréme d’encadrement, on obtient
lim A, (a)=a.
n—+oo

les termes de la suite A(a) étant tous des nombres décimaux, on dit que cette est une
approximation décimale du nombre réel a. De plus, I'encadrement (6) implique

1
10"
pour tout n > 0. On dit que chaque terme A, (a) est une valeur approchée par défaut de
aal0™" pres.

Ay(a)<a<Ay(a)+
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Définition 71— Soit a un nombre réel et € un réel positif. Un réel x est
1) une valeur approchéedeadepréssix—e<a<x+e;
2) une valeur approchée par défautdead epressix <a<x+eg;

3) une valeur approchée par excés dead € prés six —e <a < x.

On montre ensuite que les valeurs approchées de a données par les termes successifs
de A(a) sont de plus en plus précises ou, ce qui revient au méme, que la suite A(a) est
croissante. Pour tout nombre réel x, on a |x] < x et donc 10| x| < 10x. Le nombre 10| x|
est un entier inférieur a 10x et, le nombre [10x] le plus grand entier inférieur a 10x.
On a donc 10 x| < [10x]. Choisissant x = 10"a, on trouve

UOHHQJ

10"a] <
[107a] < 10

puis, apres division par 10", on obtient A, (a) < A,,1(a) pour tout n > 0. La suite A(a)
est donc croissante.

Remarque 72-Soit a un nombre réel. La suite A(a) tend vers a. Pour tout ¢ > 0, il
existe donc un entier N tel que, pour tout n > N,onaa—-e¢ <A, (a)<a+e Soitx<y
deux nombres réels. On choisit a = % ete= y%x > 0. On trouve qu’il existe N tel que
x <A, (a) <y, et donc il existe un nombre décimal compris entre x et y. Entre deux
nombres réels distincts, on peut donc toujours trouver un nombre décimal. On dit que
I’ensemble des nombres décimal est dense dans ’ensemble des nombres réels. Cette

notion sera approfondie en cours de Topologie.

-
Convergence des suites monotones
Proposition 73— Si une suite croissante n'est pas majorée alors elle tend vers +co.

Démonstration. Considérons une suite (u,),>,, croissante et non majorée. Il existe N tel
que uy = M sinon (u,,),>,, serait majorée par M. Enfin, la suite (u,),>,, étant croissante,
on trouve u, > uy > M pour tout n > N. O

ADans la proposition 73, I’hypothése que la suite est croissante est nécessaire. Consi-
dérons en effet la suite (u,,),>o définie par

n  sin est pair
Uy = .
0 sinon.

Cette suite n’est pas majorée, pourtant elle ne tend pas vers +co.

Corollaire 74— Si une suite décroissante n'est pas minorée alors elle tend vers —co.
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Démonstration. Si (uy),>,, est décroissante et n’est pas minorée alors la suite (=),
. ) o .

est croissante et n’est pas majorée (si (~u,),>,, est majorée par M alors (u,),>,, est

minorée par —M). On en déduit que —u,, — +oo puis que u,, — —co. O]

On admet le résultat suivant concernant les suites croissantes majorées.
Théoreme 75— Si une suite croissante est majorée alors elle admet une limite finie.

On en déduit un résultat de méme type pour les suites décroissantes.
Corollaire 76— Si une suite décroissante est minorée alors elle admet une limite finie.

Démonstration. Si (uy),>,, est décroissante et minorée alors la suite (), ,, est crois-
sante et majorée. On en déduit l'existence d’un réel ¢ tel que que —u,, — ¢ puis que
u, — —L. O

Exemple 77-Soit f: R — R une application croissante. On définit une suite (1),
en posant u,,; = f(u,) pour tout n > ny et en donnant une valeur a u, . On suppose
qu’il existe un réel L tel que L = f(L).

i) On suppose que u, 1 < u,, et u, > L. Grace a 'exemple 22, on sait que la
suite (u4,),>,, est décroissante. La croissance de f implique que si u,, > L alors
f(uy,) = f(L), c’est-a-dire u,.; > L. Par récurrence, la suite (u,),>,, est minorée.
Elle admet donc une limite.

ii) On suppose que u, ;1 > u,, et u, < L. Grace a I'exemple 22, on sait que la
suite (u4,),>y,, est croissante. La croissance de f implique que si u,, <L alors
f(uy,) < f(L), c’est-a-dire u,,; < L. Par récurrence, la suite (u,),>,, est majorée.
Elle admet donc une limite.

Exemple 78— On considere une suite (xx)x>; a valeurs dans les entiers de 0 a 9. Pour

tout n > 1, soit
n
Uy, = Zxk -107%,
k=1

Pour tout 71, 0N @ ty,4q — Uy, = X,41 - 1071 > 0. La suite (u,),>; est donc croissante. Par
ailleurs,

n
9 1-107" 1
0<u, <y 9-10%=—. " -1 <1.
—””—; 10 1-101 10" =

Cette inégalité n’est rien d’autre que 0,x;...x,,<0,9...9=1-0,0...0L. La suite (#,,),>1
~— S~ -

n fois n—1 fois
est donc majorée. Etant croissante et majorée, cette suite admet une limite. Chaque
valeur de u,, est une valeur approchée du réel de [0, 1] dont chaque x est la k¢ décimale.
Noter que nos calculs montrent que

n
1
1 . 7k: 1 — =
nhIPOOkE_19 10 nhIPoo(l 10n) 1
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ce qui est une preuve de la non unicité du développement décimal des réels :

0,999...=1.

Enfin, méme si les résultats précédents ne permettent pas de calculer la limite, ils
permettent de la minorer ou de la majorer ().

Proposition 79—

1) Siune suite est croissante, chacun de ses termes est inférieur a sa limite.

2) Si une suite est décroissante, chacun de ses termes est supérieur a sa limite.

Démonstration. 1) Par convention le résultat est vrai si la suite est croissante et non

majorée puisqu’elle tend alors vers +oo. Soit donc (uy,),>,, une suite croissante
et majorée et £ € R sa limite. S’il existe N tel que uy > ¢, alors u,, > uy > € pour
tout n > N. On pose alors € = (uy —€)/2 > 0. Il existe N; tel que |u,, — €| < € pour
tout n > Nj. On en déduit

Uy 2 UN

un +¢€
u, <l+e= N <un
2

pour tout n > max(N, Ny ). On obtient une contradiction d’ou l'inexistence de N.
On a donc u, < ¢ pour tout n > ny.

Soit (u4,),>, une suite décroissante et £ € RU {—co} sa limite. Alors, (~u,,),>,, est
croissante et tend vers —¢. D’apres ce qui précede, on a donc —u,, < - pour tout
n > ngy ce qui implique u, > ¢ pour tout n > ny.

O

Ces résultats permettent méme de donner des méthodes de calcul de nombres réels
«enserrés » par des suites dites adjacentes.

Définition 80— Deux suites sont adjacentes si I'une est croissante, l'autre décroissante et
si leur différence tend vers 0.

Exemple 81— Les suites de terme général 1 — % et 1+ % sont adjacentes : la premiere est
croissante, la seconde est décroissante et leur différence, —% tend vers 0.

Le résultat principal concernant les suites adjacentes est leur convergence vers une
limite commune.

Théoréme 82— Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent et admettent la méme
limite.

d. Par convention, tout réel est strictement inférieur a +oo et strictement supérieur a —oco.
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Démonstration. On suppose que (1), est croissante, que (v,),>,, est décroissante et
que u, —v, — 0. La suite (u, —v,),>,, est bornée, il existe donc M tel que |u, —v,| <M
pour tout n > ny. En particulier, et en utilisant la décroissance de (v,)>,,, on a

U, <M+v, <M+,

pour tout n > ny. La suite (u,),>,, est donc croissante et majorée, on en deduit qu’elle
admet une limite réelle ¢. De facon similaire, on a

v, > u,-M>u;—-M

pour tout n > ngy. La suite (v,),>,, est donc décroissante et minorée, on en déduit
qu’elle admet une limite réelle ¢’. On a alors u, —v,, — £ —{’. Puisque u,, —v,, > 0,0n a
="0. O

Les suites adjacentes permettent de construire des approximations successsives de
leur limite commune.

Proposition 83— Si (u,,),>,, €t (Vy)n>n, sSont deux suites adjacentes, (1,),>y, étant crois-
sante, leur limite commune € satisfait 'encadrement

u, <t¢<v,
pour tout entier n > ny.

Démonstration. Cela résulte du fait, déja démontré, que les termes d’une suite crois-
sante sont toujours inférieurs a la limite de cette suite et que les termes d’une suite
décroissante sont toujours supérieurs a la limite de cette suite. O

Exemple 84— On considere les suites (u,),>1 et (v,),>1 définies par

1 1 1
Mn:a+ﬁ+a+'”+m et ”l/n:Mn+E.

La différence entre les deux suites tend vers 0, en effet n! > n donc n! — +oo puis

1

vn—un:—'—>0.
n!

La suite (u,),>1 est croissante puisque

1
—u, = ——>0.
Mt =W = =
Enfin la (v,),>1 est décroissante puisque
1 1 2 n+1 1-n

v -V, = — +t—_— = <
nl =V = el = M (m+1) n! (m+1)! (n+1)! (n+1)! ™
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Les suites (u,),>1 et (v,),>1 sont donc adjacentes. Les suites (u,),>1 et (v,),>1
admettent donc une limite réelle commune. On appelle e cette limite (). On a donc

1 1 1 1< <1 1 1 1 1
a-ﬁ-ﬁ-l—z-l-"'-l—a_€_a+ﬁ+5+"'+m+a

pour tout entier n. En prenant n = 15 on trouve 'approximation suivante de e :
e=2,718281828458 + R

avec
1

<7,7-10713,
15! =

0<R<

Suites extraites

Proposition 85— Soit u = (uy),>,, une suite et £ € RU {~oo,+o0}. La suite u converge
vers € si et seulement si uy, — € et Uy, .1 — €.

Démonstration. On définit deux suites u et v en posant v,, = u,, et w,, = 1,1 pour tout
entier n > ny/2.

1) On suppose € € R.
a) On suppose que u converge vers £.

i) Montrons que v converge vers €. Soit € > 0. Il existe Ny tel que si n > N,
alors |u,,—{| < e. Soit N un entier supérieur a Ny/2. Si n > N alors 2n > N
et donc |u,, — €| < ¢, c’est a dire |[v, — | < &. On en tire que v converge vers

L.

ii) Montrons que w converge vers £. Soit € > 0. Il existe N tel que si n > N
alors |u, — €| < e. Soit N un entier supérieur a (Ny—1)/2. Si n > N alors
2n+1 > Ny et donc |up, 1 — €| <€, c’est a dire |w,, — €| < &. On en tire que
w converge vers {.

Si u converge vers le réel £, c’est donc aussi le cas des suites v et w.

b) Réciproquement, on suppose que que v et w convergent vers £. Montrons que
u converge vers {. Soit € > 0. Il existe N tel que pour tout n > Nj on a

gy =l <& (7)
Il existe N; tel que pour tout n > N; on a
|u2n+1 —€| <e& (8)

Posons N = max(2Ny, 2N; + 1). Soit n > N :

e. Vous verrez dans le cours Séries numeériques et suites de fonctions que ce nombre est le nombre exp(1).
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i) sin est pair, on écrit n = 2p; on a p > Ng donc, grace a (7), [up, — | < e et
donc |u, — €| < ¢;

ii) si n est impair, on écrit n=2p+1;o0na p > N; donc, grace a (8), [ugp41 -
{|<eetdonc|u,—-{|<e.

Pour tout n > N, on a donc |u, — €| < e. Ainsi, u converge vers {.
2) On suppose € = +oo.
a) On suppose que u tend vers +oo.

i) Montrons que v tend vers +co. Soit M € R. Il existe N tel que si n > Nj
alors u,, > M. Soit N un entier supérieur a No/2. Si n > N alors 2n > N
et donc u,, > M, c’est a dire v, > M. Pour tout M, il existe N tel que, si
n >N, alors v,, > M. On en tire que v tend vers +oco.

ii) Montrons que w tend vers +co. Soit M € R. Il existe N tel que si n > Ny
alors u,, > M. Soit N un entier supérieur a (Ny—1)/2. Si n > N alors
2n+1 > Ny et donc uy,.; =M, cest a dire w,, > M. Pour tout M, il existe
N tel que, si n > N, alors w,, > M. On en tire que w tend vers +oo.

Si u tend vers +oo, c’est donc aussi le cas des suites v et w.

b) Réciproquement, on suppose que v et w tendent vers +co. Montrons que u
tend vers +oo. Soit M € R. Il existe N tel que pour tout n>Ngyonav, > M,
et donc

Uy 2 M. (9)

Il existe N tel que pour tout n > N; on a w, > M, et donc
Uzps1 2 M. (10)

Posons N = max (2N, 2N; + 1). Soit n > N :

i) si n est pair, on écrit n = 2p; on a p > Ny donc, grace a (9), up, > M et
donc u,, > M;

ii) si n est impair, on écrit n = 2p +1; on a p > N; donc, grace a (10),
uzp1 = Met donc u, > M.

Ainsi, pour tout M, il existe N tel que pour tout n > N, on a u,, > M. On en
déduit que u tend vers +oo.

3) On suppose £ = —oo. La suite u tend vers —co si et seulement si la suite —u tend
vers +co. D’aprés ce qu’on vient de démontrer, la suite —u tend vers +oo si et
seulement si les suites —v et —w tendent vers +oo, c’est-a-dire si et seulement si
les suites v et w tendent vers —oo.

O

Exemple 86— Considérons la suite u = ((—1)"),>o puis les deux suites v = (u5,),>0 et
w = (Upp41)us0- La suite v est la suite constante égale a 1, elle converge donc vers 1. La
suite w est la suite constante égale a —1, elle converge donc vers —1. Puisque 1 # -1, il
en ressort que u n’a pas de limite.
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Définition 87— Soit u = (uy)y>,, une suite. On appelle suite extraite de u toute suite
(Ug(n))nzn, avec ©: Z — Z strictement croissante vérifiant @(ng) > n.

Remarque 88— Au lieu de suite extraite, on dit parfois sous-suite.

Exemple 89— Les suites suivantes sont des suites extraites de u :
i) (421)n>n, : ON a @(n) = 2n (sous-suite des termes de rangs pairs);
ii) (U241)n>n, 0N @ @(n) = 2n+1 (sous-suite des termes de rangs impairs);

i) (Up41)nzn, sona@(n)=n+1.

Proposition 90— Si une suite u tend vers £ € RU {—o0, +o0}, alors toute suite extraite de
u tend vers €.

Pour démontrer la proposition 90, on a besoin d’un résultat intermédiaire.

Lemme 91— Soit @: Z — 7 une application strictement croissante telle que @(ng) > ny.
Pour tout entier n > ngy, on a @(n) > n.

Démonstration. On raisonne par récurrence en appelant H(n) la propriété ¢(n) > n. La
propriété H(n) est vraie par hypothéese sur ¢. Pour n > ng, supposons vraie la propriété
H(n). Puisque @ est strictement croissante, on a @(n+ 1) > ¢(n). Comme ¢@(n) et p(n+1)
sont entiers, cette inégalité stricte implique @(n+1) > ¢@(n) + 1. En utilisant H(n), on en
déduit @(n+1) > n+1, c’est-a-dire H(n + 1).

Démonstration de la proposition 90. On considere une suite (u,),>,, admettant une li-
mite et (Up(n))n=n, Une de ses suites extraites.

1) Supposons que u converge vers £ avec £ € R. Soit ¢ > 0. Il existe N tel que si
n >N alors |u, €| <e. Sin>N,ona @(n) >n>N et donc |ugy,) — | < e Ainsi

M(P(n) — g

2) Supposons que u tende vers +oo. Soit M € R. Il existe N tel que si n > N alors
u, 2M.Sin>N,ona @(n)>n>N et donc ug,) =M. Ainsi ugy,)

3) Supposons que u tende vers —co. Soit m € R. Il existe N tel que si n > N alors
u, <m.Sin>=N,ona@(n)>n>N etdonc gy, < m. Ainsi g, — —oo.

— +00.

Une importante conséquence pratique de la proposition 90 est que si d’une suite on

eut extraire deux sous-suites n‘ayant pas méme limite, alors la suite n’a pas de limite
t ext d t ¢ t 1 t 1 1 te n’ del t

réelle ou infinie.

Exemple 92— Soit a et b deux réels avec a différent de 0 et de 1) . On définit une suite
par récurrence en posant
Uy,1=au,+Db

f. Le cas a = 0 est le cas des suites constantes. Le cas a = 1 est le cas des suites arithmétiques déja
étudié dans I'exemple 54.
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pour tout n > ny. La suite (u,,41),>,, €st une suite extraite de (u,),>,,- On en tire que si
la suite (u,,),,~,,. a une limite réelle ou infinie, alors la suite (u -, a méme limite.
n)n>n, n+1/n>ng

i) Si (uy)n>n, converge vers le réel ¢, alors puisque u,, 1 — {. Mais
Uy =au, +b—al+b
donc ¢ =al+b. On en déduit £ = %.
ii) Si (#)y>n, tend vers +oo, alors au, +b — +oosia>0etau, +b — —cosia<0.

Puisque u,,,; — 400, on déduit que le cas u,, — +oo ne peut pas se produire
dans le cas a < 0.

iii) De méme, le cas u,, — —co ne peut pas se produire que dans le cas a > 0.
Exemple 93— Soit a,b, c,d des réels. On définit une suite u par récurrence en posant

_au,+b
Hne1 = cu, +d

pour tout n > ny. On suppose ad —bc # 0 ®etc=0M. On suppose enfin que la suite est
bien définie, c’est-a-dire qu’on peut montrer que la quantité cu, + d ne s’annule pour
aucune valeur de n.

1) On suppose que u tend vers —co ou +o0, alors u, # 0 pour n suffisamment grand.
On peut donc écrire
au, +b _a+b/u,
cu,+d c+d/u,

Cette quantité tend vers a/c mais, étant égale a u, ., elle doit tendre vers —co ou
+00. La suite u ne peut donc pas avoir de limite infinie.

2) On suppose que u converge vers le réel £ = —d/c, alors u,,; — Cet

au, +b _)a€+b
cu,+d cl+d

al+b
Onadoncf—cg+d

(d —a)? +4bc > 0.

puis c€? + (d —a)l —b = 0. Il n’y a de solution réelle que si

3) On suppose que u converge vers le réel £ = —d/c. Alors au, +b — b—ad/c # 0.

.. |au,+b . . :
Ainsi, ﬁ — +o0. Ceci contredit |u,,1| — |d/c|. On ne peut donc pas avoir
cuy,
¢=-d/c.

En conclusion, si # admet une limite, cette limite est nécessairement finie et est solution
réelle de c£? +(d —a)l —b = 0.
au,+b _

cuy+d —
h. Le cas ¢ = 0 se rameéne a I’exemple 92.

g. Siad—bc=0alors 4 pour tout n > ng + 1 donc la suite est stationnaire.
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@ Quelques suites particulieres
6.1) Suites arithmético-géométriques

Définition 94— On dit qu’une suite (u,),>,, est arithmético-géométrique s'il existe deux
nombres réels a et b tels que
Uyp =au,+b

pour tout n > ny.

En prenant b = 0 on retrouve les suites géométriques; en prenant a = 1, on retrouve
les suites arithmétiques.

Exemple 95~ La suite (u,),>,, définie par ug = 0 et u,.; = 7u, + 1 est arithmetico-
géométrique.

Dans la suite, on considére une suite arithmético-géométrique comme dans la
définition et on suppose a = 1.

On commence par montrer qu’il existe r tel que la suite (v,),»,, définie par v, =
u, +r pour tout n > ng est géométrique de raison a. On calcule

Vppl SUppr +r=au,+b+r=av,—ar+b+r.

La suite (v,),>,, est donc geométrique de raison a si et seulement si —ar +b+r =10

autrement dit si et seulement r = a_il.

On pose r = % Les résultats concernant les suites géométriques permettent
d’étudier la limite de (u,),>,, en considérant la suite (v, ),>pn, = (4 + 7)y>pn,- On a donc

(un)nZnO = (Vn - r)nZnO-

i) Siug= % alors vy = 0 donc (v,,),>,, est la suite constante nulle et (u,),>,, est
la suite constante égale a 1y = %;

ii) sia>1etug= l;fa alors v,, = +o0 et donc u,, — +oo;

b .

1-a’

iii) si|a| <1 alors v,, — 0 et donc u,, —

iv) sita<-1letuy= % alors (v,,),>,, n'a pas de limite puisque v;, — signe(vg)oo
et vy,,1 — —signe(vy)oo ces deux limites étant distinctes puisque vy = 0. Il en
résulte que (u,),>,, n'a pas de limite : si elle avait une limite ¢, la suite (v,),>5,
admettrait £ + r comme limite.

On peut enfin aisément retrouver la somme des premiers termes de (u,),>,,- En
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effet,
ng+n—1 no+n-1 no+n—1 -1
Z Uy = Z(vk—r)_ Z Vg —Nr =0, 3 —nr
k_no k:no k:nO
-1
= (Up, +71) 3 —nr
b \a"-1 b
u, -n
a-1)a-1 a—1

2) Quelques propriétés des suites complexes

Nous n’avons jusqu’a présent parlé que de suites réelles (que nous appelions sim-
plement suites). On peut définir et étudier une notion de suite complexe.

Une suite complexe est une application d’un sous-ensemble Z,, = {n € Z: n > ny}
dans C, et comme pour les suites réelles on note (u,,),>,, une telle suite. Sur I’ensemble
Ll% des telles suites on définit une addition

C C C
u”o u”o - u”o
(”n)nZnor(vn)nZno = (uy +Vn)n2n0-

On définit aussi un produit externe

CxuUs - U:

A (un)nZnO = (}‘un)rlzno-

De méme qu’on a démontré la proposition 6, vous montrerez que U,% est un espace
vectoriel sur C. Plus d’informations sur les suites complexes sont données en annexe B.

Si a est un complexe non nul, on note RS Iensemble des suites complexes (it;,),0
vérifiant u, .1 = au, pour tout n > 0. Cet ensemble contient la suite nulle, il est stable
par addition (si u,,1 = au, et v,,;1 = av,, pour tout n > 0 alors (1,1 +v,;1) = a(u, +v,)
pour tout n > 0) et il est stable par produit externe (soit A € C, si u,,,; = au,, pour tout
n > 0 alors Au,,; = a(\u,) pour tout n > 0). Lensemble Rilc est donc un sous-espace
vectoriel de UE)C. Les éléments de RT sont les suites géométriques de raison a. Si (14,,),,0
est géométrique de raison a, alors u,, = a"u pour tout n > 0 et donc (u,,),>0 = 4o(a"),>0-
L'espace vectoriel RS est donc de dimension 1 engendré par la suite (a"),0.

Les suites de RS s’appelent des suites linéaires d’ordre 1. Nous allons ensuite étudier
les suites linéaires d’ordre 2, c’est-a-dire vérifiant une relation u,,, = au, 1 + bu, pour
tout n.

6.3) Suites définies par une récurrence linéaire d’ordre 2
6.3.1- Introduction

Soit a et b deux nombres complexes avec b = 0. On note RC I’ensemble des suites
complexes (u,),>o vérifiant u,,, = au, 1 + bu, pour tout n > 0 Cet ensemble contient
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la suite nulle, il est stable par addition (si u,,», = au,,; + bu, et v,,, = av,,; + by,
pour tout n > 0, alors (4,15 +v,42) = a(Uyyq + Vyy1) + b(u, +v,) pour tout n > 0) et il
est stable par produit externe (soit A € C, si u,,,», = au, 1 + bu, pour tout n > 0, alors
Aty = a(Au,1) + b(Au,) pour tout n > 0). L'ensemble R;C’b est donc un sous-espace

vectoriel de Uéc. On va déterminer ce sous-espace vectoriel.

6.3.2— Une méthode algébrique

On note 7, et 7, les nombres complexes racines de ’équation x*> —ax —b = 0. On
rappelle qu’alors r| +r, = a et ryry, = —b.

i)

ii)

Si | = rp, montrons que les suites (r]'),>( et (nr{),>o constituent une famille
libre de R(Eb.

I1 faut donc en particulier vérifier qu’elles sont des éléments de be. Onarf=
ar; +b. Sin >0, on en déduit aprés multiplication par ] que "2 = ar*! + br}.

Ainsi, (r{'),0 € R;C’b. Si x2 —ax—b = 0 n’a qu'une racine, c’est-a-dire si r; = r,,
alors a = 2r et b = —r2. En particulier, ar; +2b = 0. En multipliant par (n + 2)r}
I'égalité r{ = ar; +b, on trouve

(n+2)r*% = (n+2)ar™ + (n+2)br}!
=a(n+ 1)ri™ ! + bur] + (ary + 2b)r}

=a(n+1)r ! + burl.

On a donc (nr{),0 € Rg,b'

Montrons maintenant la liberté de la famille {(rf)nzo,(nr{‘)nzo}. Soit A et p
deux complexes tels que A(r}),>0 + p(nr]),>0 = 0. Pour tout n > 0, on a alors
Arl + pnr!’ = 0. Puisque b = —r? # 0, on a r; # 0 et donc A + pn = 0 pour tout
n > 0. Le choix de n = 0 donne A = 0. Le choix #n = 1 donne ensuite p = 0. La
famille {(r?)nzo, (m’f)nzo} est donc une famille libre de R;C’b.

Si r; # rp, montrons que les suites (7{),>0 et (r}),>¢ constituent une famille
libre de RY,.

Il faut donc en particulier vérifier qu’elles sont des éléments de be. Onarl=
ar; +b.Sin >0, on en déduit aprés multiplication par !’ que r"*? = ar*! + brll.

Ainsi, (1) >0 € Rgb. On a aussi r% =ary+b donc (r)),0 € Rgb.

Montrons maintenant la liberté de la famille {(r{‘)nzo, (rg)nzo}. Soit A et p deux
complexes tels que A(r{),>0 + W(r})y>0 = 0. Pour tout n > 0 on a alors Arj' +pr} =
0. Le choix n = 0 conduit a y = —\ de sorte que A(r{ —r}) = 0 pour tout n > 0.

Puisque r| # rp, le choix n =1 implique A = 0. La famille {(r?)nzo,(rg)nzo} est
donc une famille libre de R;C’b.

On définit donc deux suites v et w

(”riz)nzo siry =1y;

V= (r?)nZO et w= " .
(r))n>0 sir; #7,.
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On a montré que la famille {v, w} est une famille libre de REb.

On veut maintenant montrer que la famille {v, w} engendre R;Cb. Soit u € R;Cb. On
veut donc montrer qu’il existe un couple de nombres complexes (a, ) tels que

U, =av, +pw, =0

pour tout > 0. Si un tel couple existe, le choix de n = 0 et n = 1 montre qu’il est solution
du systeme

{ocv0+[3w0—u0 (1)

avy +Pwy = uy.

Le déterminant de la matrice associée est d = wyvg—viwg. Ona vy =1 et v; = r. De
plus, si r; = r, alors wy = 0 et wy = rq tandis que, si r| # rp alors wy =1 et wy = ;.
Sirp =r,onadoncd =r; #0 (en effet, si r; = 0 alors b = 0 ce qu’on a exclu) et si
r1 # 1y alors d = r, —ry # 0. Dans les deux cas, le déterminant de la matrice associée au
systeme (11) est non nul et ce systeme a une solution (unique). On choisit pour («, p) la
solution de ce systéme. On note H(n) ’hypothése

U, =av,+pw, pourtout<r<n.

Notre choix de (o, f) implique que H(1) est vraie. Soit n > 0 tel que H(n) est vraie. On
veut montrer que H(n + 1) est vraie. Puisque H(n) est vraie, on a u, = av, + pw, pour
tout r < n et, il reste a montrer que u, ;1 = av, 1 +pw,,1- Ona

Upi1 = auy +buy,
=a(av, + pw,) + b(av,_1 + pw,_1) par H(n)
=a(av, +bv, 1)+ plaw, + bw,_1)
= Uy + PWyy.
On a donc u,, = av, + pw,, pour tout n > 0 d’'ou u = av + pw.

La famille libre {v, w} engendre R;Cb. C’est donc une base de R(ucb. On a démontré le
résultat suivant.

Théoréme 96— Soit a un nombre complexe et b un nombre complexe non nul. Lensemble

REb des suites (u,),>o vérifiant u,,, = au, 1 + bu, pour tout entier n > 0 est un sous-

2

espace vectoriel de Z/léc de dimension 2 . Notons ry et r, les racines de I'équation x“—ax—b =

0:
a) siry # 1y, le sous-espace vectoriel Rgb admet pour bases la famille formée de deux
suites (17 )y>0 et (3 )05
b) siry =r,, le sous-espace vectoriel Rf’b admet pour bases la famille formée de deux
suites (7' ) >0 et (n1]')y0.

Autrement dit, pour toute suite (u,),>o vérifiant u, ., = au, 1 + bu, pour tout n >0, il
existe un unique couple de nombres complexes (a, p) tel que

a) siry #1y, U, = ar{ + pry pour tout n>0;

b) sir) =1y, u, = (a+pn)ry pour tout n> 0.
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Remarque 97-Si a, b, u et u; sont réels, par récurrence toutes les valeurs de la suite u €
be sont réelles. Lensemble R, ;, des suites réelles (u,),>o vérifiant u, ., = au, .1 + bu,
po{lr tout n > 0 est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel i/,. Montrons que,
comme précédemment, il est de dimension 2.

Si les racines r; et r, sont réelles, le méme raisonnement conduit au méme résultat
(avec des combinaisons linéaires a coefficients réels).

Nous traitons le cas ou I’'une des racines n’est pas réelle. Si r; est racine alors son
conjugué 71 est aussi. En effet, en prenant le conjugué de 1’égalité ri —ar; —b =0 et
en utilisant le fait que a et b sont réels, on obtient 712 —ar; —b = 0. Ainsi, r, = 7] et les
racines sont de la forme r; = peie et ry = pe‘ie ou p > 0 est le module commun a ry et r,
et O € R est un module de r;. On définit alors les suites v et w en posant

n n
rytr,

v, = p" cos(nO) = et w,=p"sin(nb)=

2i

pour tout n > 0.

Montrons que la famille {v,w} est une famille libre de R, ;. Les suites (r{),5o et
(r3)u>o vérifient u,,, = au,q + bu, pour tout n > 0 d’apres I'étude du cas complexe,
leur somme et différence aussi et donc v et w sont des éléments de R, ;. Soit A et p
deux réels tels que Av +pw = 0. Alors, pour tout n > 0 on a Ap” cos(n0)+ pp" sin(n0) = 0.
Le choix de n = 0 conduit a A = 0. Le choix de n = 1 conduit ensuite a p = 0. En effet
sin O = 0 puisque r, n'est pas réelle.

On poursuit ensuite comme dans le cas complexe pour montrer que la famille {v, w}
engendre R .

Exercice 98- Ecrire en détail la démonstration du fait que la famille {v,w} engendre
Rap-

On obtient le résultat suivant.
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Théoréme 99— Soit a un nombre réel et b un nombre réel non nul. L'ensemble R}, des
suites réelles (u,),>o vérifiant u,,, = au, 1 +bu, pour tout entier n > 0 est un sous-espace
vectoriel de Uy de dimension 2. Notons ry et r, les racines (éventuellement complexes) de
I'équation x*> —ax —b = 0.

a) si les deux racines sont réelles et distinctes, ce sous-espace vectoriel R, admet
pour base la famille constituée des deux suites (r{'),>o et (13 )n>0;

b) siles deux racines sont réelles et égales, ce sous-espace vectoriel R, ;, admet pour
base la famille constituée des deux suites (1{),>0 et (n17),>0;

c) siles deux racines sont complexes non réelles (et donc conjuguées et distinctes), on
note r; = pele, avec p > 0 et © € R, alors ce sous-espace vectoriel R}, admet pour
base la famille constituée des deux suites (p" cos(1n0)),>o et (p" sin(10)),0.

Autrement dit, si (u,),>0 vérifie u, o, = au, 1 + bu, pour tout entier n > 0, alors il existe
un unique couple de nombres réels (o, B) tel que

a) siles deux racines sont réelles et distinctes, u, = ar{' + pry pour tout n>0;
b) siles deux racines sont réelles et égales, u, = (a+ pn)ry pour tout n>0;

c) siles deux racines sont complexes non réelles (et donc conjuguées et distinctes), on
note r| = pele, avec p> 0 et O €R, alors u,, = (acos(n0) + fsin(n0)) p" pour tout
n>0.

Dans le cas c) du théoréme 99, on peut donner un autre expression pour toute suite
non nulle (u,),>o de R, . Soit a et p non tous deux nuls. On a alors

acos(n0) + psin(n0) = sin(n0)

\/ (mcos (n0) + \/m

2 2
! . ( p _1
/a2 + [32 /az + [32
Il existe donc un réel ¢ tel que

cos(—¢) = X et sin(—¢) = _F
[a2 + p2 o+ ﬁz'
Ainsi,

———c0s(1n0) + ——=-sin(n0O) = cos(nO + ).

N e
En posant R = y/a? + B2, on a donc
(acos(nB) + Bsin(nB)) p" = Rp" cos(nb + ).

Exercice 100—- On garde les notations du théoreme 99 et on suppose étre dans le cas c).
Montrer que s’il existe deux réels R > 0 et @ € R, alors la suite (u,,),>¢ définie par

2 = Rp" cos(nB + @)
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pour tout entier n > 0 appartient a R, ;. En déduire que R, est I’ensemble des suites
(4,)n>0 pour lesquelles existent deux réels R > 0 et ¢ € R tels que

u, =Rp" cos(nb + @)

pour tout entier n > 0.

6.3.3— Une méthode matricielle

On donne maintenant une méthode basée sur du calcul matriciel.
Siu,, o =au,,1 +bu, pour tout n >0, alors

0 1\[ uy | _[tnn
b a Unyl - Upy2 '

Notons A = (2 }l) On a donc (uy,),>0 € be si et seulement si

(“n+1):A( Uy )
Up2 Upy1

pour tout 1 > 0. On en déduit par récurrence que (u,),>0 € R(ac’b si et seulement si

Uy | _ An(¥
=) w2

Le reste de cette partie est donc consacré au calcul de A”. Comme précédemment,
on note r; et r, les nombres complexes racines de I’équation x?> —ax — b = 0. Puisque
A -\l a pour déterminant A\? —a) — b, les complexes r; et r, sont les seules valeurs de A
pour lesquelles A — Al n’est pas inversible. Ce sont donc les seules valeurs de A pour
lesquelles le systeme (A — AI)X = 0 a une infinité de solution. On utilisera les relations
suivantes entre coefficients et racines : r{ + ¥, =a et r;7, = —b.

pour tout n > 0.

i) On suppose r; #1,. On a

1\ ([-r 1 \(1 0
A FON A B O

De la méme fagon, (A - 1’21)( ,12) =0.Onnote e; =(1,7r) et e; =(1,7,). Si ey +
Be; = 0, la premiere coordonnée livre o = —fp et la seconde conduit alors a
a(ry —rp) = 0. Puisque rq # 1, on en déduit a = 0 puis p = 0. La famille {eq, e,}
est donc libre. Puisque le C-espace vectoriel C? est de dimension 2, on en déduit
que la famille {e;,e,} est une base de C2. On note P la matrice de passage de la
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base canonique de C? a la base {e;, e;}. C’est une matrice inversible. On calcule

piapo L (r -1)f0 1)(1 1
rp—-r\-n 1 J\b al\ry nr,
1 (rlrz—arl—b rzz—arz—b )

ry—1 —(rl2 —ary—=b) —(rirp—ar,—b)

2
1 —r{ + 71112 0
0 r%—rlrz '

rp—n

Ainsi obtient-on

-1 " 0
P AP_(O 7’2)'

La matrice P~1AP est diagonale, on la note D. Ona A = PDP! et donc A" =
PD"P~! pour tout 1> 0. Or D" =("} |, ) d'oix

0 rf
n n n n
A = 1 (r2r1 — 1175 :21 —r1+1)
n n n n
ra—r \blry =r{) 1" -1

pour tout n > 0. On déduit de (12) que

n n n n
ryry —1r Ty =7 rhyUg— Uy Uy —nu
4= 1 2Ll + 2 1Ll — 0 My Org

0 1 1
rp—n rp—T rp—r rp—n

pour tout n > 0.

. 0 1 .,

ii) On suppose r; =1,. On a alors A = (_rlz o ) Par récurrence, on montre alors
que

n+1

An _ _(n - ]‘)r{l nr?71
\ —nrg (n+1)r]

pour tout n > 1. On obtient alors (i)

_ u
u, =—(n-1)r{ug+nry 1u1 = (—1 — uo)nr? +ugry

r

pour tout n > 1 (on vérifie facilement que cette formule est vraie aussi pour
n=0).

Remarque 101-Tous ces calculs relévent de la théorie de la diagonalisation qui sera
vue plus tard U). Cette théorie explique pourquoi les calculs menés ici conduisent a des
résultats simples.

i. Noter que b # 0 implique ry = 0.
j. Du moins si vous continuez ’étude des mathématiques, ce que souhaite 'auteur de ces lignes...
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6.3.4— Exemples
= Cherchons le terme général de la suite réelle définie par
Uy,p =Uy 1 +U, pourtoutn>0

M():l
1/!1:2.

L’équation associée est x> —x — 1 = 0 dont les racines sont

1-v5 1+vV5
7’1: 2 et 7’2: 2 .

I1 existe donc des réels « et p tels que

S ]

u, = 5

pour tout n > 0. Les choix de n = 0 et n = 1 conduisent a

up=l=oa+p

1-vV5 1+45
o + .

m=2=ary b

La résolution du systéeme conduit a

5-3v5
10

B 5+3\/§
p= 10

o=

et donc

U, =

5-3V5(1-V5|" 5+3V5(1+V5)’
10 2 10 2
pour tout n > 0.

m Cherchons le terme général de la suite réelle définie par

Uy p =4u,,1 —4u, pourtoutn>0
Ug = 1
up = 4.

L’équation associée est x> — 4x + 4 = 0 dont les racines sont r; = r, = 2. Il existe
donc des réels a et p tels que

u, =(a+pn)-2"
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pour tout n > 0. Les choix de n = 0 et n = 1 conduisent a

Ug = l=a
uy =4=2a+2p.

La résolution du systéeme conduit a a = =1 et donc
u,=(n+1)-2"

pour tout n > 0.
Cherchons le terme général de la suite réelle définie par

Uy, =—8u, pourtoutn>0
Ug = 1
up = 2.

L’équation associée est x2 + 8 = 0 dont les racines sont r = 242i = 24262 et
ry = —2V2i = 24/2¢7"™2 1l existe donc des réels « et p tels que

U, = (occos(ng)+ ﬁsin(n%))(%/z)”

pour tout n > 0. Les choix de n = 0 et n = 1 conduisent a

up=1=a
up =2 =2V28.
On a donc

= [cos (15 )+ zsin(n5 ) vy

pour tout n > 0.
Cherchons le terme général de la suite complexe définie par

Uppp = ity + (1 +3)u, pourtoutn>0
Ug = 1

M1:2.

L’équation associée est x> —3ix —i —3 = 0 dont les racines sont r; =i —1 et
r, = 2i+ 1. Il existe donc des complexes « et f tels que

u, =a(i—-1)"+p(2i +1)"
pour tout n > 0. Les choix de n = 0 et n = 1 conduisent a

up=1l=a+p
{ul =2=a(i-1)+p(2i +1).
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La résolution du systéme conduit a

et donc
u, =i(i—-1)"+(1-1i)(2i+1)"

pour tout n > 0.
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7 .
Exercices

1) On définit trois suites (1,),;>0, (Vu)u>0 €t (w),),>0 €n posant

n(n+1) nn+1)2n+1)
un: ,”[)n:
2 6

et w,= uZ

pour tout n > 0.

1) Calculer u,,v, et w, pour n€{0,1,2,3,4,5}.

2) Donner le terme général de la suite (15,),>0-

3) Donner le terme général de la suite (v,2),>0.

4) Donner le terme général de la suite (w;,_5),>1-
2) On définit une suite (1,,),o en posant uy = 1 et u,,; = u2+ 1 pour n > 0. Calculer u,
pour n€{0,1,2,3,4,5}.
3) Justifier que l'on définit une suite (u,),o en posant uy = 1/4 et u,,, = 1 — u3 pour
n>0
4) Soit a un réel tel que |a| < 1. On définit une suite (u,),>o en posant uy = a et

Uy =V1- u,% pour tout n > 0. Que valent 1573701 et Uy548?

5) Parmi les suites (u,),>o suivantes, dire lesquelles sont arithmétiques. Preciser, le cas
échéant la raison et le premier terme.

1) u,=-7n+3

2) u,=-4

3) un:\/z

4) u,=(n+5)°-n3-15(n-1)>.

6) Déterminer les trois premiers termes d’une suite arithmétique (1), sachant que

u0+u1—u2:7
2110-1-31/[1—41/!2 =13.

7) Pour tout entier N > 1, déterminer la somme des N premiers termes de la suite
(3” - 77/1 + 6)?120
8) On définit deux suites (u,),>0 et (v,),>0 en posant uy =vy =1 et

Uypr =8uy +7vy
Uyl = 7u, + 8v,,.

Déterminer les suites (u,, +v,),>0 €t (1, — V) >0 pour tout n > 0 puis calculer le terme
général des suites (u,),>0 et (v,,),>0-

9) Le philosophe grec Zénon d’Elée (autour de -450) prétendait démontrer 1'impossibi-
lité d’'un mouvement par le raisonnement suivant : une fleche ne peut pas atteindre sa
cible puisqu’avant d’atteindre cette cible, il lui faut parcourir la moitié de la distance,
puis la moitié du chemin restant puis ainsi de suite, une infinité de moitiés. Pourquoi
la conclusion de ce raisonnement est-elle fausse?
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10) Calculer les limites des suites de terme général

1)

n’ +6n3+2 n>—6n?+1 n2+n+1

n2+1 " en’+8n+2" 2n?2+n+1’

1 1\"

2) 2-3",n-3", 2-—, n2—n+1—(—).
3n 3

3) V2n+1-vVn+1, V2n+2-V2n+1, Vot+n2+2-Vnt+n2,

11) On définit une suite u = (u,,),>0 par uy =0 et

U, 1= Ou, — 4 our tout entier n > 0
n+1—12un_5 p =

1) Montrer que pour tout n > 0 tel que 12u,,-5=#0,0na

9 1 1

Ul =5 T 4 12w, — 5

2
2) En déduire que, pour tout n > 1, on peut définir u, et que u, > 3

3) Pour tout entier n > 0, on pose

_ 2u,+1
Unil = m
Montrer que la suite v = (v,,),,>0 est géométrique.
4) Déterminer la limite de v.
5) Pour tout entier n > 0, établir I’expression de u,, en fonction de v,,.
6) Quelle est la limite de u?
12) On définit une suite u = (u,,),>0 par 1y =0 et

—2u, -2

u =— our tout entier n > 0.
n+1 61,{” + 5 p

1) a) Montrer que pour tout n > 0 tel que 6u,,+5=0,0n a

1
b) En déduire que, pour tout n > 1, on peut définir u, et que u, > ~5

-2 =2
2) OnposeM—(6 5).

a) Pour quelles valeurs Ay et A; du parametre réel A la matrice M — Al n’est-elle
pas inversible?
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b) On note

Vo = {(x,y) cR2: M(;‘) - AO(;)} etV = {(x,y) e R2: M(;‘) -\ (;‘)}

Montrer qu’il existe deux vecteurs wy et w; de R? tels que w, engendre V| et
w; engendre V.

c) Montrer que {wg, w;} est une base de R2. Soit P la matrice de passage de la
base canonique de R? a {wg,w;}, on note P~! = (i Z) Donner les valeurs de
a,b,cetd.

3) On définit une suite v = (v,),,>¢ en posant, pour tout n > 0 entier

_au,+b
Cocu,+d’

Un

a) Montrer que v est bien définie et que c’est une suite géométrique.
b) Déterminer la limite de v.
c) Pour tout entier n > 0, établir ’expression de u,, en fonction de v,,.
d) En déduire que u converge et donner sa limite.

4) On va retrouver cette limite par une autre méthode.
a) Calculer D =P !AP.

oy P

b) Pour tout entier n > 0, on définit «,, f,,, v, et o, par M" = (Y 5
n n

). Détermi-
ner oy, By, Vi et o,.
c¢) Démontrer, par récurrence, que pour tout # >0 on a

Uy
O

d) En déduire que u converge et donner sa limite.

13) On définit une suite u = (u,,),>0 par uy =0 et

—5u,+4

u = our tout entier n > 0.
1T Tg, 47 P

1) a) Montrer que pour tout n > 0 tel que —9u,+7 %0, 0n a

5,1 1
Upy1 ==+ = —————.
1799 oy, +7

2

b) En déduire que, pour tout n > 0, on peut définir u, et que u, < 3

-5 4
2) On pose M = (_9 7).
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a) Pour quelle valeur A la matrice M — Al nest-elle pas inversible ?

b) On note
wfeersf-f)

Montrer V est un sous-espace vectoriel de dimension 1 et en construire un
vecteur générateur w.

c) Construire un vecteur ¢ tel que {w, t} soit une base de R?. On note P la matrice
de passage de la base canonique de R? a {w, t}.

d

a) Calculer a,b,cetd.

3) On note P~! = (z b).

b) On définit une suite v = (v,,),,>0 en posant, pour tout n > 0 entier

au, +b
S ocu,+d’

Un

Montrer que v est bien définie et que c’est une suite arithmético-géométrique.
c) Déterminer la limite de v.
d) Pour tout entier n > 0, établir I'expression de u,, en fonction de v,,.
e) En déduire que u converge et donner sa limite.
4) On va retrouver cette limite par une autre méthode.
a) Calculer T = P~!MP.
b) Par récurence, calculer T” pour tout entier n > 0.

¢) En déduire T" pour tout entier n > 0.

. . a ) .
d) Pour tout entier n > 0, on définit «,, B,,, y, et &, par M" = (Y” g") Détermi-
n n
ner oy, By, Yn €t 0y
e) Démontrer, par récurrence, que pour tout n>0on a
=2
O
f) En déduire que u converge et donner sa limite.

14) On définit une suite u = (u,),>o par up =1 et

U, =+ 1+u, pour toutentier n> 0.

1) Montrer que u est bien définie.

2) Montrer que
Up — Uy

VI+u, +vV1I+u,

Upyl — Uy =

pour tout n > 1.
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3) En déduire que u est croissante.

4) Montrer qu’il existe un unique réel positif £ tel que £ = V1 + .

6) Déduire des question précédente que u converge.

2
n+1

7) En donnant une relation entre u

limite de u.

)
)
5) Montrer que u, < ¢ pour tout n > 0.
)
)

et u, pour tout entier n > 0, déterminer la

15) On définit une suite u = (u,,),>0 par 1y =0 et

Uyy1 =+2—-u, pour tout entier n > 0.

1) Pour tout n > 0, montrer que si 0 < u,, < 2 alors 0 < y2 —u,, < 2. En déduire que
u est bien définie et bornée.

2) Pour tout n > 1, montrer que
Up-1 — Uy
\/2 — Uyt \/2 —Up-1

Upe1 — Uy =

3) En déduire par récurrence que, pour tout entier n > 0 la propriété

Pn): {u2n+2 > Uy
U3 < Uyt

est vraie.
4) On définit deux suites a = (112,),50 €t b = (3,11 )n>0- Etudier variations de a et b.

5) Déduire de la question précédente et de la premiere question que a et b sont
convergentes.

6) On note A la limite de a et B la limite de b. Montrer que B> = 2 — A puis que
(B-1)(B>+B>+B-2)=0.

7) Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 0 la propriété

Uy, <1
P(n): { 2n
Upper > 1

est vraie. n déduire que B> 1.
8) Déduire des questions 6 et 7 que B =1.
9) Montrer que la suite # converge et donner sa limite.

16) Soit u = (u,),>0 la suite définie par uy =2 et

pour tout n > 0.

a) Montrer que u est bien définie.
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b) Montrer que, pour tout #> 0 on a u, > V2.
¢) Etudier les variations de u.
d) Montrer que, pour tout n >0, on a
1 271
OSun—\/ES ﬁ(uo—ﬁ) .
e) Montrer que u converge et déterminer sa limite.

17) On définit deux suites u = (u,),>0 et v = (v,),>0 par

3u, +2v, 3v,, +2u,
Upp] = ————, VUpyp1 = ———
n+1 5 n+1 5
pour tout n > 0. Montrer que les suites u et v sont adjacentes.
18) Le but de cet exercice est de déterminer le terme général de la suite u = (u,,),>0
définie par ug =u; =u, =1et

Upp3 = 6Uy ) — 11Uy, + 61y,

pour tout n > 0. Pour tout n > 0, on pose

Upy2
Uy =ty |-
un
a) Montrer qu’il existe une matrice M telle que, pour tout n >0 ona U,,; = MU,,.
b) Exprimer U, en fonction de Uj pour tout n > 0.

c) Pour quelles valeurs Ay, A et A, du parametre réel A la matrice M — Al n’est-elle
pas inversible ?

d) On note
X X X X
Vo={(x6v,2) eR3: Mly =X v [}, Vi={(xp2)eR3: M|y|=X]v
z z z z
et

X X

V, ={(x,9,2) eR*>: M|y |=2s]y

z z

Montrer qu’il existe trois vecteurs vy, v; et v, de R tels que vy engendre Vj, v;
engendre V; et v, engendre V,.

e) Montrer que {vy, v1,v,} est une base de R3. On note P la matrice de passage de la
base canonique de R3 a {vy, v, v,}.

f) Calculer D = P~!MP.

g) En déduire une expression de U,, puis de u, pour tout n > 0.



B Convergence des suites complexes (par Thierry Buffard) p. 55

A .. . .
Structure linéaire de ’espace vectoriels des suites

On a vu proposition 6 que I'ensemble U/, des suites réelles (u,),>,, est un espace
vectoriel sur R. Montrons que cet espace est de dimension infinie. On raisonne par
I’absurde en le supposant de dimension finie d. Considérons alors les d + 1 suites
uM . u@+D) définies par

u,(f):l et u, =0 sin=zny

0
L?H =1 et uflz) =0 sinzng+1
1(1d0)+d—1:1 et ufl‘”:o sinzng+d-1.
Li:;) =1 et u,(fi“) =0 sinzny+d.

La famille {uM),u(®),..., ul@+1)} est libre : soit en effet A;,..., Az, des réels tels que

Alu(l) + )\zu(z) +...+ }\d+1u(d+l) =0.

Pour tout entier n > 1y on a donc

Al M,(ql) + )\21/!,(12) +...+ )\d+ll/l,(1d+l) =0.

Le choix de n = ny donne Ay = 0. Le choix n = ng+ 1 donne A, = 0. En choisissant
successivement pour # les entiers de ng a ny+d on montre que les réels Aq,..., Az, sont
nuls. On a donc construit une famille libre a 4 + 1 éléments d’un espace vectoriel de
dimension d. C’est contradictoire. L'espace U, n’est pas de dimension finie.

1) d+1

Remarque 102— Chacune des suites u',..., u!

dent justifie donc aussi la remarque 40.

) tend vers 0. Le raisonnement précé-

Convergence des suites complexes (par Thierry Buffard)

Définition 103— Une suite numérique complexe notée (z,),cn (ou plus simplement (z,,))
est une application de N a valeurs dans C.

Définition 104— On dit qu’une suite complexe (z,) est convergente (dans C) s’il existe
un nombre complexe € tel que :
Ve>0, ANeN; VneN, (n>N=|z,-{|<e¢). (13)

On dit alors que la suite (z,,) tend vers €, ou encore que la suite (z,) converge vers £ ou
encore que la suite (z,) a pour limite £.
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Proposition 105 (comme dans R)- Si (z,,) est une suite convergente, alors sa limite est
unique et est notée lim,,_,, ., z, ou lim(z,).

Exemple 106-Soit z, = % pour tout n € N. Montrons que lim(z,) = i.
' 1
n2+1’

in : 1

r —1i=,donc |z, —i|=

Soit €> 0. PourNO:{ 61—2—1J+1 sie<letNy=0sie>1,ona l|z,—i|l <epour tout

nz No.
On a ainsi montré que lim(z,) =i.

Remarque 107-On a I’équivalence :

lim(z,) = € € C si et seulement si la suite réelle (|z, —€|) converge vers 0.

Théoreme 108 (comme dans R)-  a) Si (z,,) est une suite complexe convergente vers
¢ € C, alors la suite réelle (|z,|) converge vers |(|.

b) Toute suite complexe convergente est bornée c’est-a-dire vérifie qu’il existe M € R
tel que |z,| < M.

c) Silim(z,)=CeCet lim(z,) =¢" €C,alors lim(z,+z,) =€+,
d) Silim(z,)=CeCet lim(z,)=¢" €C, alors lim(z,z;,)=({,
e) Silim(z,)=€eCet AeC, alors lim(Az,)=A¢(,

f) Silim(z,)=€eCet =0, alors la suite (%) est définie a partir d’un certain rang

1

ng et la suite (Z ) - est convergente de limite %.
0

n/n>
g) Si la suite (z,) est convergente, alors toute suite extraite de (z,) est convergente
vers lim(z,),

h) La suite (z,) est convergente vers € € C si et seulement si les deux suites extraites
(22, et (z2,41) Sont convergentes vers L.

Le théoréme suivant permet de se ramener a 1’étude des suites réelles.

Théoreme 109— Soit (z,,) une suite complexe et soit { =a+ib e C (a, b e R). Alors,
la suite (z,) converge vers € = a+ib si et seulement si la suite réelle (Re(z,,)) converge vers
a et la suite réelle (Im(z,)) converge vers b.

Démonstration. a) Supposons la convergence de la suite complexe (z,) vers ¢ =
a+ib € C et montrons la convergence des suites réelles (Re(z,)) et (Im(z,)) vers
respectivement a et b.

On sait que lim(z,) = ¢ équivaut a lim(|z,, —£]) = 0.

Or, |Re(z,)—al = [Re(z,—€)| < |z,— €] et donc |Re(z,)—al — 0 c’est-a-dire Re(z,) —
a.

De méme, |Im(z,,) — b| = |Im(z,, — €)| < |z,, — €| et donc |Im(z,,) — b] — 0 c’est-a-dire
Im(z,) — b.
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b) Supposons Re(z,) — a€R et Im(z,) — b eR et montrons la convergence de la
suite complexe (z,) vers { =a+ib.On a:

|2 — (a+ib)|

|(Re(z,) —a) +i(Im(z,) - D)
[Re(z,) —a| + |Im(z,) — bl

IA

On obtient donc : |z, —(a+ib)] > 0+0=0.

Exemple 110-Soit z, = % pour tout n € N.

n 2

- _n L, n
Pour toutn €N, z, = prrn tl vyt

— 0 et Im(z,) = nzn_z

— — 1, onobtient lim(z,)=0+1.i =i.

Puisque Re(z,)

_ _n
n2+1



