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Chapitre 1

Les fonctions

1 La distance sur R

Rappelons que dans ’ensemble des nombres réels R, on trouve en particulier

— le sous-ensemble N des entiers naturels, formé a partir de 0 et 1 et I’addition;

— le sous-ensemble Z des entiers relatifs, contenant les nombres entiers naturels et leurs
opposés : 7 est I’ensemble des nombres qu’on obtient a partir de 0, 1 et des deux opérations
addition et soustraction;

— le sous-ensemble Q des nombres rationnels, contenant les nombres réels pouvant s’écrire
sous la forme p/q avec p,q € Z ou q est non nul : Q est ’ensemble des nombres qu’on
obtient & partir de 0,1 et des quatre opérations addition, soustraction, multiplication et
division.

L’ensemble des nombres réels R contient Q (donc aussi Z et N), mais attention! R ne se

réduit pas & Q : il y a beaucoup (vraiment beaucoup) de nombres réels qui ne sont pas

rationnels (v/2, 7, e par exemple).

1.1 Relation d’ordre, valeur absolue

Il existe sur R une relation d’ordre : étant donnés deux réels x et y on sait que x < y
ou y < z. En particulier on notera R™ I’ensemble des réels supérieurs ou égaux a 0 et R~
I’ensemble des réels inférieurs ou égaux a 0. Rappelons les propriétés suivantes :

1.1.1 Propriétés. Soit a, b et ¢ trois réels.

a<b siet seulement si a+c<b+e.
a<b si et seulement si  —b < —a.
a<b et 0<c implique a.c < b.c.

1.1.2 Définition. La valeur absolue du réel x vaut |z| = x si = est positif, c’est-a-dire si
x est dans R, et |z| = —x si x est négatif donc dans R™.

A titre d’exercice on pourra démontrer les propriétés suivantes

1.1.3 Propriétés. Soit x et y deux nombres réels on a :
|z[ = [ —=] > 0;
|z =0 <= x=0;
| = Jyll < |z +yl < [z + |yl
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1.2 Représentation graphique, distance

On représente graphiquement R a I'aide d’une droite horizontale sur laquelle on dessine une
fleche pointant vers la droite, dont I’origine est notée 0 et 'extrémité 1. La longueur de cette
fleche est ’échelle de la représentation. Un réel x peut alors étre représenté de deux fagons :
(i) sous la forme d’un point de la droite : = est le point situé & une longueur |z| (pour
Péchelle fixée) du point 0, & droite si > 0, et a gauche si < 0;
(ii) sous la forme d’une fleche horizontale (appelée aussi un vecteur) de longueur |z| (pour
Péchelle fixée), pointant vers la droite si > 0, et vers la gauche si z < 0.

Les deux représentations sont bien str liées : le “point” = (1ére représentation) est extrémité
de la “fleche” = (2éme représentation) dont l’origine est positionnée en 0. Inversement, la
“fleche” x est celle allant du point 0 vers le “point” x.

La deuxieme représentation, moins standard, est fort utile, car la fleche représentant un
réel x peut glisser le long de la droite réelle : le réel 1 est tout aussi bien représenté par la
fleche d’origine le point 0 et d’extrémité le point 1 que par la fleche d’origine le point 7 et
d’extrémité le point 8.

Pour représenter ’addition ou la soustraction dans R, la représentation par les fleches est
la plus adaptée : le réel x + y est donné comme la composée de la fleche = et de la fleche y,
c’est-a-dire la fleche obtenue en plagant l'origine de la fleche y sur extrémité de la fleche x.
Pour représenter graphiquement la multiplication par un réel A, c’est plus simple : par
rapport a la fleche représentant x, celle représentant Az a méme direction si A > 0, direction
opposée sinon, et sa longueur est multipliée par |)|.

On peut alors définir une distance sur R : la distance entre x et y dans R est donnée par
la longueur de la fleche d’origine le point x et d’extrémité le point ¥, ou, ce qui revient
au méme, comme la longueur de la fleche représentant x — y : cette distance vaut |x — y|,
on la note parfois d(z,y). Elle vérifie donc les propriétés suivantes :

o d(y,l’) = d(l’,y) )

— d(x,y) = 0 si et seulement si x = y;

— d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

|z — y| est la distance entre les points x et y

[ -

! Figure 1.

Un réel z > 0 et un réel y < 0 dans
la représentation graphique usuelle
de ’ensemble des réels.

y <0 0 1 r>0

”Propriété vraie localement” ,” Propriété vraie au voisinage de ”

L’idée de distance que 'on vient d’introduire joue un role crucial dans ’étude des ap-
plications de R dans lui-méme. Elle conduit a introduire un vocabulaire et des notions tres
pratiques, notamment pour parler de limites (ce que nous allons faire dans les chapitres
suivants).

1.2.1 Définition. Soit P une propriété concernant les réels. On dira que P est vraie loca-
lement en z, ou encore au voisinage de z, si elle est vérifiée par tous les réels suffisamment
proches de =x.

Autrement dit, s’il est possible de trouver un réel r > 0 telle que P soit vérifiée pour tous
les éléments de lintervalle |x — r, z + 7.

1.2.2 Exemple. Soit f la fonction définie par z — 22 — 100z, et P la propriété : “f(x)
est positif”. Le calcul montre que si |z| < 1/10, alors P est vraie. Si on est juste intéressé
par le fait que P est vraie pour 0 et pour les valeurs de x suffisamment proches de 0, on
peut dire : P est vraie au voisinage de 0.



2. QUELQUES RAPPELS SUR LES FONCTIONS 5

De la méme maniere on introduit une expression pour parler des propriétés vraies pour
les réels “pres de I'infini”. Voici par exemple le cas de +00 : on ne s’intéresse alors qu’aux
réels suffisamment grands. Le cas de —oo est similaire.

1.2.3 Définition. Soit P une propriété concernant les réels. On dira d’une propriété P
qu’elle est vraie au voisinage de +oo, si elle est vérifiée par tous les réels suffisamment
grands.

Autrement dit s’il est possible de trouver M > 0 tel que P soit vérifiée sur l'intervalle

|M, +ocl.

Ce vocabulaire sera tres pratique par la suite car en simplifiant les phrases, il permet
d’énoncer les résultats avec un maximum de clarté.

2 Quelques rappels sur les fonctions

2.1 Définitions et premieres propriétés

On donne dans ce paragraphe un bref apercu des notions (supposées connues et en
tout cas) a connaitre sur les fonctions d'une variable réelle.

2.1.1 Définition. Une fonction f : R — R est une relation qui a tout réel x € R
associe au plus un élément f(x) € R. L'ensemble Dy des éléments = € R tels qu'il existe
f(z) € R est appelé 'ensemble de définition de f.

Le graphe de f est I'ensemble des points (z, f(z)) pour € Dy (z sur I'axe horizontal
des abscisses, f(z) sur I’axe vertical des ordonnées).

2.1.2 Remarque. (i) Si f est un polynome, c’est-a-dire si f(z) s’écrit sous la forme
f(z) = ag + a17 + agx® + - - + apz”

pour un certain entier n > 0, alors I’ensemble de définition de f est Dy = R.
(ii) Si f(z) s’écrit sous la forme

P(x) ao+ax+---+ apa”

f(x>:Q(x) " bo+ b+ A+ by

c’est-a-~dire si f est le quotient de deux polynémes (on dit dans ce cas que f est une
fraction rationnelle), alors le domaine de définition Dy de f est {z € R; Q(x) # 0},
c’est-a-dire tous les réels sauf ceux pour lesquels le dénominateur s’annule.

r—1

z(z + 2)
R\ {—2,0}, et son graphe a allure suivante :

2.1.3 Exemple. Soit f la fonction z +— . Son ensemble de définition Dy est
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r—1

Figure 2. Graphe de la fonction z — m

2.1.4 Définition. On définit la somme f + g et le produit fg de deux fonctions f et g
par les formules naturelles (f + g)(z) = f(z) + g(x) et (fg)(x) = f(z)g(x).

Soit f une fonction de R dans R.

2.1.5 Définition. (i) On dit que f est paire si pour tout = appartenant a Dy, —x

(iii)

appartient aussi a Dy et si de plus on a I'égalité f(—z) = f(z).

Traduction sur le graphe : une fonction f est paire si et seulement si son graphe est
symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

On dit que f est impaire si pour tout x appartenant a Dy, —x appartient aussi a
Dy et si de plus on a l'égalité f(—z) = —f(x).

Traduction sur le graphe : une fonction f est impaire si et seulement si son graphe
est symétrique par rapport a 'origine O du repere.

Une fonction f est périodique de période T si pour tout € Dy, v+ 71 € Dy et si
de plus on a 'égalité f(z +T) = f(z).

Traduction sur le graphe : une fonction f est périodique de période T si et seulement
si deux bandes verticales de largeur T consécutives sont identiques.

Figure 3. Fonction paire

AN
AR

Figure 4. Fonction Figure 5. Fonction paire
impaire et périodique

2.1.6 Remarque. Si une fonction f définie sur R est périodique de période T , il suffit de
connaitre son graphe sur [0, 7], ou sur [—%, %] On ’étend & R par périodicité. Si de plus
f est paire (ou impaire), il suffit de connaitre son graphe sur I'intervalle [0, %] : par parité

(ou imparité) on obtient sur [—%, 0], et par périodicité on ’a sur R tout entier.
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Soit f une fonction de R dans R, et soit / un sous-ensemble non vide inclus dans Dy (en
général, I sera un intervalle).

2.1.7 Définition. (i) On dit que f est croissante sur [ si pour tous z,y appartenant
a I tels que x > yona f(z) > f(y).

(ii) On dit que f est décroissante sur I si pour tous z,y appartenant a I tels que
v >y ona f(x) < f(y).

(iii) On dit que f est strictement croissante sur [ si pour tous x,y appartenant a [
tels que x >y on a f(z) > f(y).

(iv) On dit que f est strictement décroissante sur [ si pour tous x,y appartenant a

I tels que z >y on a f(x) < f(y).

Ces propriétés se lisent facilement sur le graphe de f.

7

Figure 6. Fonction Figure 7. Fonction
croissante strictement décroissante

Enfin, on rappelle les définitions suivantes :

2.1.8 Définition. (i) On dit que f est majorée sur [ s'il existe un réel M tel que,

pour tout x appartenant a I, on a f(x) < M. Dans ce cas, on dit que f est majorée
par M sur I.

Traduction sur le graphe : f est majorée sur I si le graphe de f sur [ se situe en
dessous d’une droite horizontale (d’équation y = M).

(ii) On dit que f est minorée sur [ s’il existe un réel m tel que pour tout x appartenant
a I ona f(x) > m. Dans ce cas, on dit que f est minorée par m sur I.
Traduction sur le graphe : f est minorée sur I si le graphe de f sur I se situe au
dessus d’une droite horizontale (d’équation y = m).

(iii) On dit que f est bornée sur [ si f est a la fois majorée et minorée sur /.

Traduction sur le graphe : f est bornée sur I si le graphe de f sur [ se situe entre
deux droites horizontales.
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y = M y=M
y=m y=m y=m
. . Figure 9. Fonction Figure 10. Fonction
Figure 8. Fonction non , y . .
2 L, bornée (majorée par M, bornée (majorée par M,
majorée et minorée par m L o
minorée par m) minorée par m)

Ces définitions nous permettent d’introduire les notions suivantes :

2.1.9 Définition. (i) On dit qu’un point zy est un maximum local de f si f est
majorée par f(xo) au voisinage de x.
Traduction sur le graphe : Concretement, xy est un maximum local de f si au voisinage
de xzq la fonction f prend des valeurs inférieures ou égales a celle qu’elle prend en z.
Donc cela signifie que sur une bande verticale contenant la droite verticale d’équation
x = xg le graphe de f se situe en dessous de la droite horizontale d’équation y = f(xo).

(ii) On dit qu’un point o est un minimum local de f si f est minorée par f(zg) au
voisinage de xg.
Traduction sur le graphe : Concretement, xg est un minimum local de f si au voisinage
de z¢ la fonction f prend des valeurs supérieures ou égales a celle qu’elle prend en z.
Donc cela signifie que sur une bande verticale contenant la droite verticale d’équation
x = x¢ le graphe de f se situe au dessus de la droite horizontale d’équation y = f(zo).

(iii) On dit qu’un point xo est un extremum local de f si zy est soit un maximum local
de f, soit un minimum local de f.
Traduction sur le graphe : xo est un extremum local de f si dans une bande verticale

contenant la droite verticale d’équation x = xg, la droite d’équation y = f(z) est
soit au dessus, soit en dessous du graphe de f.

| y = f(z0)
o j 1
o
y = f(zo)
y = f(z1)
Figure 11. zg minimum Figure 12. zq et x1 sont
local de f des extrema locaux de f

2.1.10 Remarque. ATTENTION : x4 est un maximum (ou un minimum) local de f si AU
VOISINAGE de zy il prend la valeur la plus grande (ou la plus petite) prise par f. MAIS
ce n’est pas forcément la plus grande valeur prise par f sur R : par exemple, considérons la
fonction f : x — 3 — 3z, dont le graphe a I’allure suivante :
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Figure 13. Graphe de la fonction z — 23 — 3z

Le point —1 est un maximum local, le point 1 est un minimum local, car dans un voisinage
de —1 la fonction f est majorée par f(—1) = 2, mais ce n’est pas la plus grande valeur prise
par f sur R : par exemple, on a f(3) = 18 > f(—1).

2.1.11 Exemples. (i) La fonction sin est impaire, périodique de période 27, bornée

sur R (majorée par 1 et minorée par -1), croissante sur [—7, 7], décroissante sur
5 %]

27 2

. u . . . ™ .. .
Le point 5 est un maximum local de sin, le point —3 est un minimum local de sin.

3w
2

Figure 14. Graphe de la fonction & — sinx

(ii) La fonction cos est paire, périodique de période 27, bornée sur R (majorée par 1 et
minorée par -1), décroissante sur [0, 7|, croissante sur [, 27].

Le point 0 est un maximum local de cos, le point 7 est un minimum local de cos.

—3r -7 0 ™ 2w 3 -

Figure 15. Graphe de la fonction z —— cosx

(iii) La fonction tan a pour domaine de définition R\ {7 +km, k € Z}. Elle est périodique
de période 7, impaire, croissante sur | — [. Elle n’est ni majorée ni minorée, et
n’a pas d’extremum local.

r T
272
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Figure 16. Graphe de la fonction x — tanx

On rappelle désormais la définition et quelques propriétés de la composition de fonc-
tions.

2.1.12 Définition. Soit f et g deux fonctions. Soit I un sous-ensemble de Dy. On suppose
que pour tout élément x de I, f(x) appartient a D,. On appelle composée de f et g, et
on note g o f, la fonction définie sur I par x — g(f(z)).

2.1.13 Remarques. (i) La fonction g o f est bien définie car on a supposé que si
appartient a I, f(x) appartient a D,,. Cette condition est bien entendu indispensable
a vérifier.
(ii) ATTENTION : On n’a pas go f = fog. D’ailleurs, si I'une de ces deux fonctions est
bien définie, 'autre ne I'est pas forcément... Par exemple, si g : R — R est définie
par g(x) =cosx—2 et [ : [0, +oo[— R est définie par f(x) = \/z, la fonction go f
est définie sur [0, +oo[ par go f(z) = cos(y/x) — 2, alors que f o g n’est définie nulle
part!

(iii) ATTENTION! Ne pas confondre les deux fonctions fg (= f x g) et fog!!!

1
2.1.14 Exemples. (i) Ainsi, si f est une fonction de R dans R, on note — la composée
1
de f avec la fonction © — —. Elle est définie pour = € Dy tel que f(x) # 0.
x

(ii) Si f est une fonction de R dans R, on note |f| la composée de f avec la fonction
x +— |z|. Son domaine de définition est Dy, et elle ne prend que des valeurs positives.

On rappelle les propriétés suivantes (qui se démontrent aisément en revenant aux définitions,
c’est d’ailleurs un exercice conseillé!) :

2.1.15 Proposition. Soit f et g deux fonctions, I un sous-ensemble de Dy, et J un sous-
ensemble de Dy tels que pour tout élément x € I, f(x) € J.

(i) Si f est périodique de période T, alors go f est périodique de période T'.

(ii) Si f est croissante sur I et si g est croissante sur J (ou bien si f est décroissante sur
I et si g est décroissante sur J) alors go f est croissante sur I.

(ii1) Si f est croissante sur I et si g est décroissante sur J (ou bien si f est décroissante
sur I et si g est croissante sur J) alors go f est décroissante sur I.
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3 Limites et continuité

3.1 Introduction

Considérons la fonction f : z — =%%. On a Dy = R\ {0}.

Que se passe-t-il lorsque I'on s’approche de 07

Dans le tableau ci-dessous sont données quelques valeurs approchées de f(x) pour x
proche de 0.

z —1 0,1  —0,01 0,01 0,1 1
F(z) | 0,459698 0,499583 0,499996 0,499996 0,499583 0, 459698

Plus z s’approche de 0 plus f(z) semble s’approcher de % Ceci peut aussi se voir sur
le graphe de f.

1 —coszx
2
possede une limite.

Figure 17. Graphe de la fonction z —— . La fonction n’est pas définie en 0 mais y

C’est ce phénomene que 1'on souhaite étudier lorsque 'on parle de limite. Comment

formaliser cette idée que f(x) “s’approche de % lorsque x s’approche de 07 ?

Notations :

Pour simplifier la discussion on rappelle la notation suivante (voir la définition 1.2.1) :
on dit qu’une fonction est définie au wvoisinage d’un point xy si elle est définie sur un
intervalle |a,b| contenant xy. Dans la suite, on parlera souvent de “fonction définie au
voisinage de xg, sauf peut-étre en xzy”. Cela désignera donc une fonction f définie sur
la, b[\{xo}, mais qui peut ne pas étre définie au point x.

Cette notion simplifiera les énoncés. Ainsi, dans ’exemple ci-dessus, la fonction = —

1=652 ot définie au voisinage de 0 sauf en 0.

3.2 Limite finie

3.2.1 Définition. Soit une fonction f définie au voisinage d’un réel a, sauf peut-étre en a.
et une constante L € R. On dit que f admet L comme limite en a, s’il est possible de rendre
f(x) aussi proche de L que l'on veut en imposant simplement a x d’étre suffisamment
proche de a.

Autrement dit, si aussi petit que soit € > 0, il est possible de trouver r» > 0, tel que pour

tout point x # a tel que |x — a| = dist(z,a) < r on ait |f(x) — L| < e.

Ce qui de maniere synthétique peut enfin s’écrire : pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que

pour tout = €]a — 1, a + r[ différent de a, on ait f(z) €|L —e, L + €.

On écrit alors : lim f(x) = L.

3.2.2 Remarques. — Dans cette définition seules les valeurs tres petites de € ont un
intérét.
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— On définit de maniere similaire la notion de limite a gauche et de limite a droite d’'une
fonction f en a : par exemple, f admet L comme limite a gauche en a s’il est possible de
rendre f(z) aussi proche de L que 'on veut en imposant simplement a x d’étre suffisam-
ment proche de a tout en étant inférieur ¢ a. Autrement dit, si pour tout € > 0, il existe
r > 0 tel que pour tout « €]a — 7, a on ait f(x) €]L —¢e,L +¢[.

Si f admet L comme limite en a, alors f admet L comme limite a gauche en a et comme
limite & droite en a. Mais ATTENTION : une fonction peut admettre une limite & gauche
L1 en a et une limite a droite Ly en a sans admettre de limite en a si L1 # Lo : par
exemple, la fonction = — ﬁ admet -1 comme limite a gauche en 0, admet 1 comme limite

a droite en 0 mais n’a pas de limite en 0. Autre exemple, la fonction z — % n’a pas de
limite en 0, mais elle a —oco comme limite & gauche et +oo comme limite & droite (voir
plus loin pour la définition d’une limite infinie).

3.3 Propriétés et regles de calcul

Une premiere propriété, qui peut sembler évidente, mais qui est tres importante est la
suivante :

3.3.1 Propriété. Si elle existe la limite d’une fonction en un point est unique.

Utiliser la définition de la limite peut étre tres vite fastidieux. Dans la majorité des cas
on s’en tirera heureusement a l’aide des regles de calcul ci-dessous et de quelques limites
de référence.

3.3.2 Propriétés. Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a, sauf peut-étre
en a. On suppose que f et g admettent en a une limite finie.

(i) La fonction f+g admet une limite finie en a, im (f(z) + g(x)) = lim f(z) + lim g(z)

r—a

(ii) La fonction f.g admet une limite finie en a, lim(f(x).g(z)) = lim f(x). lim g(x)

(iii) Si de plus g vérifie lim g(x) # 0 alors la fonction / admet une limite finie en a et

. flx) limz_mf(z).
;}E}L g(x)  limy_, g(z)

La derniere regle de calcul que nous évoquons concerne la composition.

3.3.3 Propriété. Soit f une fonction définie au voisinage d’un réel a sauf peut-étre en a,
et g une fonction définie au voisinage d’un réel b sauf peut-étre en b. On suppose que f(x)
est différent de b au voisinage de a, sauf peut-étre en a. Si lim f(z) = b et lirr})g(x) =c

r—a

alors la fonction go f admet une limite en a, et lim(go f)(x) = c.

3.4 Limite infinie

On peut aussi considérer des fonctions telle que x — r% et s'interroger sur leur com-

portement au voisinage de 0. A T’aide d’une calculatrice on constate que cette fonction
prend des valeurs de plus en plus grandes a mesure que x s’approche de 0. Cet exemple
rentre dans le cadre donné dans la définition suivante :

3.4.1 Définition. Soit une fonction f définie au voisinage de a, sauf peut-étre en a. On
dit que f admet 400 comme limite en a, s’il est possible de rendre f(z) aussi grand que
I’on veut pour tout choix de x suffisamment proche de a.
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Autrement dit, si aussi grand que soit M > 0, il est possible de trouver r > 0, tel que pour
tout point x tel que |x — a| = dist(z,a) < r on ait f(z) > M.

Ce qui de maniere synthétique peut enfin s’écrire : pour tout M > 0, il existe r > 0 tel que
pour tout x €la —r,a + r[ on ait f(x) €]M,+ool.

On écrit alors : lim f(z) = +o0.

r—a
On a une définition similaire pour évoquer le fait que la limite en a est —oo.
Les regles de calcul sont différentes lorsque 1'on traite de limites infinies.

3.4.2 Propriétés. Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a, sauf peut-étre
en a. On suppose que f admet en a une limite finie et que lim g(z) = +oo.

(i) m(f(x) + g(x)) = +oo.

N }Eijg(f(x)-g(fﬁ)) =400 siL>0
(i) Si ill)r}lf(x) =L #0 alors { lim(f(z).g(x)) = —00 si L <O0.
f(x)

i) lim 22 =0,
(i) lim g9()

3.5 Le théoreme des gendarmes

Le théoreme qui suit offre aussi un moyen efficace pour obtenir certaines limites. Son
énoncé fait intervenir L qui désigne un nombre réel ou un des symboles —oo, +00.

3.5.1 Théoreme. Soit f, g et h trois fonctions définies au wvoisinage de a, Ssauf
peut-étre en a. On suppose que f(xr) < g(xr) < h(z) au voisinage de a, et que
lim f(x) = lim h(x) = L. Alors g admet une limite en a et on a lim g(z) = L.

Tllustrons 'utilisation qui peut étre faite de ce résultat en considérant la fonction f définie
sur R\ {0} par f(z) = 2% cos (1). Pour tout réel y on a —1 < cos(y) < 1 et donc pour tout
= lin% —z? =0, le théoréme des gendarmes

Tr—

réel x # 0, —2? < f(x) < z2. Puisque lir% x>
€Tr—>

nous permet de conclure que lin% a?cos (1) =0.
xr—

S

Figure 18. La fonction f(z) a pour limite 0 en 0.
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3.6 Limite a ’infini

Considérons la fonction f : z — £ Elle est définie sur R\ {1} et on peut s’interroger

sur son comportement lorsque x devient de plus en plus grand, lorsqu’il ”s’approche de
I'infini”. Voici les valeurs obtenues pour f(x), en se limitant a trois chiffres apres la virgule,
pour des valeurs croissantes de la variable x :

z |1 10 100 1000
Fx)[4 0,684 0,518 0,502

valeurs pri r nction r n = u n peut aussi voir sur
Les valeurs prises par la fonction s’a ochetde;,ce e I'on peut aussi voir sur le

graphe de la fonction. C’est ce phénomeéne que nous souhaitons formaliser.

y=1/2

T+ 3
2¢ —1°

Figure 19. Graphe de la fonction z —

Rappelons (voir définition 1.2.3) qu’une fonction est définie au voisinage de +occ si elle
est définie sur un intervalle ]a, +o00].

3.6.1 Définition. Soit une fonction f définie au voisinage de +o00. On dit que f admet
L comme limite en 400, s’il est possible de rendre f(x) aussi proche que I'on veut de L
en imposant simplement a x d’étre suffisamment grand.

Autrement dit, si aussi petit que soit € > 0, il est possible de trouver M > 0, tel que pour

tout point x tel que x > M on ait |f(z) — L| < e.

Ce qui de maniere synthétique peut enfin s’écrire : pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que
pour tout x €]JM,+oo[ on ait f(z) €]L —¢,L +¢].

On écrit alors : lim f(x) = L.

T——+00

Il y a une définition analogue pour une limite infinie en 400 :

3.6.2 Définition. Soit une fonction f définie au voisinage de +oo. On dit que f admet
+oo comme limite en 400, s'il est possible de rendre f(x) aussi grand que l'on veut en
imposant simplement a x d’étre suffisamment grand.

Autrement dit, si aussi grand que soit N > 0, il est possible de trouver M > 0, tel que pour
tout point = tel que z > M on ait f(z) > N.

Ce qui de maniere synthétique peut enfin s’écrire : pour tout N > 0, il existe M > 0 tel que
pour tout z €]JM, +oo] on ait f(x) €N, +o0l.

On écrit alors : lir}rq f(z) = +o0.
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3.7 Limites élémentaires et formes indéterminées

On montre de fagon élémentaire les limites bien connues suivantes :

— pour toute fonction polynomiale P : x — ag+a;x+- - -+ a,x" on a pour tout a € R
lim P(z) = P(a).
r—a

— Si @ est une autre fonction polynomiale et si a € R est tel que Q(a) # 0 alors :

P P
lim (z) = (a)‘
r—a Q(z)  Qa)
— lim sinxz = sina et lim cos x = cosa.

On termine ce paragraphe en rappelant ce qui est communément appelé les ”formes
indéterminées” . Ce sont les cas de figures pour lesquels il n’existe pas de regles de calcul
générales et qui nécessitent donc une étude au cas par cas.

Formes indéterminées

Dans le tableau ci-dessous f et g sont deux fonctions et a désigne ou bien un nombre
réel ou encore les symboles —oo ou +oo.

Hypothese sur f | Hypothese sur g Forme indéterminée

lim f(z) = 400 |limg(z) = —co | lim(f(z)+ g(x)) =77777

r—a r—a r—a

lim f(z) = +o00 | lim g(z) = £o0 lim Lx; =77777
r—a r—a r—a g €T

lim f(z) = £o0 |limg(z) =0 lim f(x).g(x) =77777
lim f(z) =0 lim g(z) =0 lim @) =77777
r—a r—a r—a g([[‘)

Nous insistons sur le fait que ces formes sont indéterminées dans la mesure ou tous les
cas de figure sont possibles : il peut ne pas y avoir de limite, il se peut aussi qu’elle
existe et soit finie, ou encore infinie.

On termine ce paragraphe en donnant la liste des limites possibles a I'infini d’une
fraction rationnelle. Ainsi, soit P : x +— ap + a1+ ---a,2" et Q 1 x+— by + byx + - - - bya”?
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deux polynomes, on suppose a,, # 0 et b, # 0. On a alors

hypotheses sur P et )

) P(z) .

lim, 4oo—-—= = 0 sin<p
Q(x)

. P(z) n, )

lim, \poo——= = — sin=p
- Q(x) by

P n
——= = =00 |sin > p, le signe dépendant de celui de &
Q(z) by
et de la parité de (n — p).

En fait ces limites a l'infini s’obtiennent en ne considérant dans P et () que les termes de
plus haut degré, c¢’est-a-dire que 1'on a :
P(z) .. a2 ay

= — lim "%
r— 00 Q((L’) r— 00 bpxp bp r—F00

3.8 Continuité
Définition

La notion de continuité peut s’introduire de facon imagée en disant qu’'une fonction f
est continue sur l'intervalle I si son graphe sur cet intervalle n’a pas de coupure.

Ty

Figure 20. Graphe d’une

fonction qui n’est continue ni en Figure 21. Graphe d'une

. fonction continue.
T, ni en x7.

La formulation précise de cette idée naive est la suivante.

3.8.1 Définition. Soit f une fonction définie au voisinage de a. On dit que f est continue
en a si elle admet une limite en ce point égale a f(a).
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3.8.2 Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est continue
sur I si elle est continue en chaque point de 1.

La notion de continuité s’appuyant sur celle de limite, elle en hérite des propriétés. Ainsi

3.8.3 Propriétés. Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I. Alors
(i) La fonction f + g est continue sur I ;

(i) la fonction fg est continue sur I ;
(i11) si f(a) # 0 pour tout point a de I, la fonction % est continue sur I.
Enfin la composée de deux fonctions continues est continue, c¢’est-a-dire que 1'on a :

3.8.4 Propriété. Soit I et I deux intervalles de R et soit f: 1y — Iy et g: 15 — R. Si
f est continue sur I, et si g est continue sur Iy alors go f est continue sur I.

Théoréme des valeurs intermédiaires

Les fonctions issues de l'observation de phénomenes naturels sont pour la plupart
continues. En particulier toutes les fonctions usuelles sont continues sur leur ensemble de
définition. Une propriété importante tirée de la continuité est le ”théoreme des valeurs
intermédiaires” :

3.8.5 Théoreme. Si f : [a,b] — R est une fonction continue et si A est un nombre
compris entre f(a) et f(b) et tel que A # f(a) et X # f(b), alors il existe ¢ €]a,b] tel que

fle) = A

Pour illustrer 'utilisation qui peut étre faite d’un tel résultat, considérons la fonction f :
x +— zcos(x) —3. On a f(0) = =3 et f(—m) =7 —3 > 0. Ainsi, comme la fonction f est
continue sur [—, 0], il existe xo €] — 7, 0[ tel que f(zg) = 0. C’est-a-dire qu’on peut assurer
Iexistence de zg € R solution de I’équation : z cosz = 3.

On donne une propriété importante, conséquence du théoreme des valeurs intermédiaires :

3.8.6 Proposition. Si f : [a

,b] — R est continue et strictement croissante sur [a, ],
alors pour tout y € [f(a), f(b)]

il existe un unique x € [a, b] tel que f(x) =y.

Figure 22. Fonction continue et strictement croissante de [a,b] dans [f(a), f(b)] : pour tout
yo € [f(a), f(b)], il existe un unique xg € [a,b] tel que f(zo) = yo.

3.8.7 Remarque. La propriété précédente s’applique aussi au cas des fonctions continues
et strictement décroissantes : si f est continue et strictement décroissante sur [a, b], alors
pour tout y € [f(b), f(a)], il existe un unique x € [a, ] tel que f(x) =y.
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3.8.8 Exemple. (i) La fonction tan est continue et strictement croissante sur | — 5, 5,

et on a sur cet intervalle lim tanxz = —oo et lim tanz = +oo. Donc pour tout
z——7/2 z—/2
y € R il existe un unique x €] — 7, 7 tel que tanx = y.

(ii) La fonction z —— x2 est continue et strictement croissante sur [0, +oc[, et 02 = 0,

1151_1 x? = +o0. Donc pour tout y € [0, +oo[, il existe un unique = € [0, +o00[ tel que
T— 100

2?2 = y. ATTENTION!!! Cela n’est vrai que pour z > 0, et pas pour x € R (car par
exemple 1 et —1 ont la méme image par cette fonction).

Cette propriété nous montre que si f est continue et strictement croissante sur [a, b], le
procédé x — f(x) qui a x € [a,b] associe f(z) est réversible : on peut construire un
“procédé réciproque”, y = f(x) — x qui a tout y € [f(a), f(b)] va associer I'unique
élément x tel que y = f(z). Autrement dit :

3.8.9 Définition. Soit f une fonction continue et strictement croissante sur [a,b]. On
appelle fonction réciproque de f la fonction g : [f(a), f(b)] — [a,b] qui a y dans
[f(a), f(b)] associe I'unique élément = de [a, b] tel que f(z) =y.

Traduction sur le graphe : le graphe de la fonction g est obtenu en faisant la symétrie
du graphe de f par rapport a la premiere diagonale (d’équation y = x).

3.8.10 Remarque. On définit de méme la fonction réciproque de f si f est continue et
strictement décroissante sur [a,b] : c’est la fonction g : [f(D), f(a)] — [a,b] qui & y dans
[f(b), f(a)] associe 'unique x dans [a, b] tel que f(x) =y.

. To Yo
\

graphe de g

Figure 23. Graphe d’une fonction f continue et strictement croissante et de sa fonction
réciproque ¢

3.8.11 Exemples. On reprend certains des exemples précédents :
La fonction réciproque de la fonction continue et strictement croissante z — 22 de [0, +-o00|
dans [0, +oo[ est la fonction z — /z de [0, +oo[ dans [0, +oo].

0 1 =z Yo

Figure 24. Graphe des fonctions z —— z2 et © — /T
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La fonction réciproque de la fonction continue et strictement croissante tan de | — 5, 5[ dans

R est appelée la fonction Arctan : R.—>] -3, g[

I
y=tanz. :
I
L

eyt

y = Arctanzx

<
I
|

SIE]

o

Figure 25. Graphe de tan (sur | — 3, Z[) et
de Arctan

3.8.12 Proposition. Si f est continue et strictement croissante sur [a,b], alors sa fonction
réciproque g est strictement croissante sur [f(a), f(b)].

De méme, si f est continue et strictement décroissante sur [a,b], alors sa fonction réciproque
g est strictement décroissante sur [f(b), f(a)].

3.8.13 Proposition. Si f est une fonction continue et strictement croissante (ou stricte-
ment décroissante) sur [a,b], et si g est sa fonction réciproque, alors la fonction go f définie
sur [a,b] est donnée par go f(x) = x, et de méme la fonction f o g définie sur [f(a), f(b)]
(ou [f (D), f(a)]) est donnée par f o g(x) = x.

4 Rappels sur les fonctions usuelles

4.1 Les fonctions puissances, premier épisode

Si n est un entier strictement positif, la fonction x — x™ est continue et strictement
croissante sur [0, +o00[.
n

4.1.1 Définition. (i) Si n est un entier strictement positif, on définit © — =" sur

1
R\ {0} par 27" = —. C’est une fonction strictement décroissante sur |0, +ool.
T

(ii) Sin =0, par définition la fonction z — z° est la fonction constante égale & 1.

(iii) Sin est un entier strictement positif, on définit z —— 2/ de [0, +-00[ dans [0, +oo]
comme la fonction réciproque de la fonction x —— z™ (qui est continue et strictement
croissante sur [0, +o00[). C’est une fonction continue et strictement croissante sur

0, +00].
(iv) Si @ € Q, « s’écrit de fagon unique sous la forme o = P avec g entier strictement

positif et p un entier tel que p et ¢ n’ont pas de diviseur commun. On définit la
fonction © — x* sur |0, +-00[ par z* = (2'/9)" = (z7)!4, Cest-a-dire la composée

des fonctions z — z'/7 et x — 2P,

4.1.2 Remarques. (i) ATTENTION : Ne pas confondre les fonctions z —— 27" et
1
r — x'/" Par exemple, pour n = 2, on a z72 = — sur R* et 2'/2 = /= sur

12
[0, +o0].
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(ii) On verra plus loin qu’il y a une définition naturelle, a 'aide de la fonction exponen-
tielle, des fonctions x —— x® pour « réel non nécessairement rationnel.

Figure 26. Graphe de quelques fonctions puissances

4.2 La fonction logarithme

On donne ici un simple apercu de la fonction In et de ses premieres propriétés.

Rappel :
La fonction logarithme népérien, notée In, est définie sur |0, +oco[. Elle est continue et
strictement croissante sur cet intervalle, s’annule en 1, et vérifie la propriété fondamentale
suivante :

Pour tous z,y €]0, +oo[, In(xy) = In(x) + In(y).

Son graphe a 'allure suivante :

Figure 27. Graphe de la fonction In

4.2.1 Remarque. De la formule In(zy) = In(x) + In(y) pour = et y strictement positifs,
on déduit les formules suivantes :

1
(i) In(=) = —Inx pour tout z > 0.
T
(ii) ln(z) = In(z) — In(y), pour tous z,y strictement positifs.
Y
(iii) In(z™) =nlnz pour z > 0 et n € R.

La proposition suivante donne les limites usuelles A CONNAITRE satisfaites par la
fonction In :
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4.2.2 Proposition. La fonction In vérifie les propriétés suivantes :

In(1
lim In(z) = 400 lim In(z) = —c0 lim In(1 +2) =1;
T——+00 z—07F z—0 X
1
lim n(@) =0 lim zlIn(z) = 0.
T—+o0 T z—0t

4.2.3 Remarque. Un moyen utile pour calculer certaines limites au voisinage de 0 et
de 400 est de se souvenir que “les puissances l’emportent sur les logarithmes en 0 et en
+00” (voir la proposition 5.3.1 pour une explication plus précise de ce phénomene). Cela
signifie que lorsqu’on cherche la limite d’une expression contenant des polynomes et des
logarithmes, et qu’on est a priori en présence d’une forme indéterminée (du genre 0 x 400
etc...) alors la limite sera donnée par la limite trouvée quand on remplace les logarithmes
par la constante 1. Remarquez que c’est le cas des deux dernieres limites données.

ATTENTION : cette “regle” ne s’applique qu’au voisinage de 0 ou de +o0, pas ailleurs
comme le montre la troisieme limite, puisque, quand z est au voisinage de 0, 1 + x est au
voisinage de 1.

On note e I'unique réel strictement positif tel que In(e) = 1. On a l'approximation
numérique suivante : e = 2, 71828....

Dans beaucoup d’applications (en chimie notamment pour les calculs de pH), on
préfere utiliser la fonction logarithme décimal, notée log. Cette fonction est définie
sur |0, +oo| par la formule

log(z) = In(x).

In(10)

1
En d’autres termes, c’est simplement la fonction In multipliée par la constante In(10) (qui
n

vaut environ 0,434). Elle vérifie donc la méme propriété fondamentale que In :
Pour tous z,y €]0, +oo], log(zy) = log(z) + log(y),

et de plus par définition on a log(10) = 1, et donc log(10™) = n, pour tout réel n.

y = logz

Figure 28. Graphe de la fonction log
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4.2.4 Remarque. Les fonctions logarithmes ont de multiples intéréts pratiques, dans des
domaines tres divers. Donnons en un.

L’échelle de Richter sert a quantifier la puissance d’un tremblement de terre : pour évaluer

. A ) ; . . .
sa force, on cherche a mesurer le rapport —, ou A représente I’'amplitude maximale relevée

A

0
par le sismographe et Ay une amplitude de référence. L’échelle de Richter est une échelle
logarithmique : la magnitude dite de Richter utilise le logarithme décimal et est définie par
A
la formule : M, = log A—log Ay = log (A_) (pour étre précis, on prend pour A 'amplitude
0
maximale des ondes sismiques a 100 kilometres de la zone la plus violemment atteinte par

le tremblement de terre, appelée ’épicentre).

Ainsi, par exemple, cela signifie que les ondes sismiques d’un séisme de magnitude 6 ont
une amplitude dix fois plus grande que celles d’un séisme de magnitude 5.

L’intérét d’utiliser une échelle logarithmique est clair : il permet de quantifier avec des “petits
chiffres” I’écart d’amplitude des tremblements de terre : en pratique, I’échelle n’est que de 1
a 9 méme si elle est théoriquement illimitée. Le plus fort séisme mesuré a eu lieu au Chili, en
1960, d’une magnitude de 9,5 sur I’échelle de Richter. A titre de comparaison, la chute d’une
brique d’une hauteur de 1 metre provoque un tremblement de terre d’'une magnitude de -2
sur I’échelle de Richter. Faites le calcul : cela signifie que les ondes provoquées par le séisme
au Chili ont eu une amplitude 316 milliards de fois plus importante que celle provoquées
par la brique... Il est donc bien plus commode d’employer une échelle logarithmique.

De méme, on utilise une échelle logarithmique pour mesurer le degré d’acidité ou de basicité
d’une solution : on définit le pH d’une solution par pH = —log([H™]), ou [H ] indique la
concentration d’ions HzO™ en moles par litre de la solution...

4.3 La fonction exponentielle

Comme pour le logarithme, on présente la définition et les premieres propriétés de la
fonction exp.

4.3.1 Définition. La fonction exponentielle, notée exp, est définie sur R comme la fonc-
tion réciproque de la fonction In (qui, rappelons-le, est continue et strictement croissante
sur |0, +00]).

xr

Notation : On note souvent, et on utilisera cette notation dans la suite exp(z) = e”.
Elle vérifie donc les propriétés suivantes :

4.3.2 Proposition. (i) Pour tout x € R, on a e® > 0.

(ii) Pour x € R, on a ln(e”) = x.

Inz _

(#ii) Pour x >0, on ae T

(iv) =1, el =e.

Par définition, le graphe de exp s’obtient a partir du graphe de In en en faisant la
symétrie par rapport a la premiere diagonale d’équation y = z. Il a donc I’allure suivante :



4. RAPPELS SUR LES FONCTIONS USUELLES 23

y = exp(x) Y=z

,,,,,,,, . R y = In(x)
. i . -

Figure 29. Graphe de la fonction exp
La fonction exponentielle vérifie la propriété fondamentale suivante :
4.3.3 Proposition. Pour tous x,y dans R, on a
eV = eV,
4.3.4 Remarque. De cette propriété, on déduit les formules suivantes :

1
(i) e™® = — pour tout = € R.
e
eif
(ii) e*¥ = —, bour z,y appartenant a R.
e

(iii) €™ = (e*)" pour z € R et n réel.
Les limites suivantes sont A CONNAITRE :

4.3.5 Proposition. La fonction exp vérifie les propriétés suivantes :

lim €* = +o0 Iim " =0 lim
T—+00 T——00 z—0 x

e(E

lim — =400 lim ze® =0
r——+00 I T——00

4.3.6 Remarque. Un moyen utile pour calculer certaines limites au voisinage de —oo et
de 400 est de se souvenir que “les exponentielles l’emportent sur les puissances en —oo
et en +o0” (voir la proposition 5.3.3 pour une explication plus précise de ce phénomene).
Cela signifie que lorsqu’on cherche la limite d’une expression contenant des polynomes
et des exponentielles, et qu’on est a priori en présence d’'une forme indéterminée (du
genre 0 X 400 etc...) alors la limite sera donnée par la limite trouvée quand on remplace
les polynomes par la constante 1. Remarquez que c’est le cas des deux dernieres limites
données.

ATTENTION : cette “regle” ne s’applique qu’au voisinage de —oo ou de +o0o, pas
ailleurs comme le montre la troisieme limite, au voisinage de 0.
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4.3.7 Remarque. La fonction réciproque de I'application log est définie sur R et est
donnée par z — (10 On note 10% = e*(10),
De facon générale, pour a > 0, on note a* = (@) Cela explique la notation donnée

zIn
e
auparavant exp(z) = e, puisque e* = exp(xIn(e)) = exp(x).

4.3.8 Remarque. Tout comme les fonctions logarithmes, la fonction exponentielle est tres
utile dans des domaines variés. Ses propriétés différentielles (on verra qu’elle est égale a
sa propre dérivée) expliquent que les lois vérifiées par certaines grandeurs qui croissent ou
décroissent a une vitesse proportionnelle a leur “taille” s’expriment comme des multiples
de fonctions exponentielles : c’est entre autres le cas de la croissance d’'une population,
des intéréts composés continus en économie, ou encore de la décroissance radioactive d’un
matériau. Donnons deux exemples :

- Le phénomene de désintégration radioactive est aléatoire : si on considere un noyau donné,
il est impossible de prédire a quel instant la désintégration va se produire. Le nombre de
désintégrations qui se produisent a un instant donné est proportionnel au nombre d’atémes
N (t) encore radioactifs & cet instant. Ce nombre décroissant au cours du temps, le nombre
de désintégrations par unité de temps décroit parallelement a N (t) : 'équation vérifiée par
N(t) est dans ce cas

N(t) _ N0€7(1n2)t/T,

ou T est le temps au bout duquel la moitié des éléments radioactifs se sont désintégrés. Selon
les noyaux radioactifs concernés, cette période est tres variable : quelques secondes, quelques
heures, plusieurs jours, voire des centaines d’années et méme des milliards d’années.

Ainsi, au bout de deux périodes, il reste un quart des noyaux radioactifs d’un radioélément.
Au bout de trois périodes, il reste un huitieme des noyaux radioactifs d’un radioélément. Au
bout de dix périodes, il reste environ un millieme des noyaux radioactifs d'un radioélément.

- La valeur d’'un placement en banque a intéréts continus augmente a chaque instant de
fagon proportionnelle & la somme présente : si par exemple une somme augmente de 3% par
an, alors la valeur a chaque instant de la somme placée est donnée par la formule

S(t) _ Soetln(l,OB)

ou Sy est la somme initiale, et ¢ le temps compté en années. Prenons un exemple : si
S(0) = 1000€, on aura S(1) = 1030€ au bout d’un an, puis S(2) = 1060, 9€ au bout de
deux ans... et S(10) = 1343,91€ au bout de 10 ans, S(100) = 19218,63€ si on laisse la
somme 100 ans, et au bout de 1000 ans elle sera égale & environ 6874 milliards d’euros!!!

Constatez bien que ce n’est pas linéaire! Les intéréts sont moins grands si on place deux
fois une somme Sy pendant 6 mois que si on place cette somme Sy pendant un an'!

4.3.9 Remarque. Méfiez-vous : quand une banque vous propose un emprunt mensualisé
a4 6% par an, elle devrait vous faire rembourser une somme égale & Sy (t) = Spe(™ 106! on
t est le temps compté en années et ou Sy est la somme initialement prétée. En fait, dans
beaucoup de cas, elle raisonne de facon linéaire, avec la formule Sy(m) = Spe" 1:005™ o m
est le temps compté en mois (en considérant que 6% par an correspond & 0,5% par mois).
Faites le calcul : avec la premiére formule, vous devez rembourser au bout d’un an la somme
S1(1) = 1,068y, alors qu’avec la deuxieme vous aurez & rembourser So(12) = Spet?n(1,005)
environ égal a 1,062S5. Certes la différence est faible, mais sur un emprunt de 20 ans, la
somme a rembourser est dans un cas environ égal a 3,215, alors que dans l'autre elle est
de 6,025, !!!

4.4 Retour sur les fonctions puissances

On a défini dans un précédent paragraphe les fonctions r —— x, pour « rationnel.
En fait, on a une définition générale a 'aide des fonctions exponentielle et logarithme
népérien :
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4.4.1 Définition. Soit o € R. On définit la fonction z — z® sur |0, +o0] par la formule

(07

% = exp(aln(x)).

Il est clair, grace aux propriétés vérifiées par le logarithme et ’exponentielle, que si «
est rationnel cette définition coincide avec celle déja donnée auparavant.

Les fonctions exp et In étant continues, la fonction  —— x® est continue sur |0, +o0o[
pour tout a € R.

On en déduit le sens de variation de ces fonctions :

4.4.2 Proposition. (i) Si a > 0, la fonction x —— z® est strictement croissante sur
10, +o0l.

(i1) Sia <0, la fonction x — x* est strictement décroissante sur |0, +ool.

(iii) Si o =0, la fonction x — x° est la fonction constante égale a 1.

Les graphes des fonctions puissances ont I'allure suivante, selon la valeur de « :

a<0

0 T
Figure 30. Graphe de z —— z% selon les valeurs de «
On a donc les propriétés suivantes :

4.4.3 Proposition. Les fonctions puissances ont les limites suivantes :

0 st <0
lim z% = 1 sta=0
res +oo sta>0
et
+o00 sta <0
lim z¢ = 1 staa=0
z—0t

0 sia>0
Les fonctions puissances vérifient de plus les relations suivantes :

4.4.4 Proposition. Soit x > 0, a et 3 deux réels.

(i) x°1F = 2927 ;

1\
o= = (3)
(iii) zo~P ==

i
(iv) 220 = (20)° = (zP)".
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5 Comparaison de fonctions en un point ou en ’infini

Dans différentes applications, on a souvent besoin de comparer, soit au voisinage d’un
point, soit au voisinage de l'infini, deux fonctions f et g. Pour cela, on introduit deux
définitions, tres utiles par la suite mais également sources fréquentes d’erreurs si on les
utilise mal! Aussi il est conseillé de toujours revenir a ces définitions pour les utiliser!!!!

5.1 Fonction négligeable, f =o0(g) en a

5.1.1 Définition. Soit a un réel. On dit que f est négligeable devant g en a si on

a lim%‘r; = 0. De méme, on dit que f est négligeable devant g en +o0o si on a
z—a g(x
lim Lx) = 0.
a—+o0 g(7)

Notation : Dans ce cas on écrit f = o(g) en a (ou f = o(g) en +00), et on prononcera
généralement “f est négligeable devant g en a”.

5.1.2 Remarques. — En fait, une définition plus rigoureuse et plus générale est la
suivante : f est négligeable devant ¢ en a s’il existe une fonction h telle que
f(x) = h(z)g(z) et telle que lim h(x) = 0. Les deux définitions sont équivalentes

si la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a.

— Cette définition traduit bien qu’en valeur absolue, la fonction g est considérablement
plus grande que la fonction f au voisinage de a, donc que le terme f(x) représente
une quantité négligeable par rapport a g(z) pour x au voisinage de a.

On donne ici quelques exemples d’utilisation de cette notation. Il est conseillé au
lecteur de montrer les différents points suivants et de se convaincre de leur véracité!

5.1.3 Exemples. (i) On a z = o(z?) en 400, et 22 = o(x) en 0. Autrement dit, la
fonction z est négligeable devant la fonction 22 au voisinage de +oo, alors que la
fonction 22 est négligeable devant la fonction x au voisinage de 0.

(ii) Dire que f = o(1) en a est équivalent a dire que lim f(x) = 0.

(iii) Si f =o(g) en a, alors (x — a)f(x) = o((z — a)g(z)) en a.
(iv) Plus généralement, si f = o(g) en a, alors pour toute fonction h on a fh = o(gh)
en a (donc on a I'égalité h x o(g) = o(hg) en a).

(v) Sipar exemple f(z) = o(z?) en 0, alors on a J(z) =o(z) en 0, et f(f)
T T
(vi) Si f(x) =o(z™) en 0, alors la fonction g(x) définie par g(x) = f(x?) est négligeable
devant 22" en 0, autrement dit g(z) = f(2?) = o(2*") en 0. En effet, par composition
2
des limites, lim f(f ) _ m FX) _
z—0 2" xX—0 X"

=o(1) en 1.

ATTENTION a bien préciser le point au voisinage duquel on compare les fonctions!

On a la proposition suivante (qui généralise 'exemple précédent), utile dans la pra-
tique :
5.1.4 Proposition. Soit a et 3 deux réels tels que o < 3. Alors
(i) x° est négligeable en +oo devant x°. Autrement dit, on a x® = o(z”) en +oc.

(ii) 27 est négligeable en O devant . Autrement dit, on a ° = o(z®) en 0,
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5.2 Fonctions équivalentes, f ~ g en a

5.2.1 Définition. Soit a un réel. On dit que f et g sont équivalentes en a si on

a lim%x; = 1. De méme, on dit que f et g sont équivalentes en +oo si on a
z—a g(x

lim m =1

7—+o0 g(7)

Notation : Dans ce cas on écrit f ~ g en a (ou f ~ g en +00).

5.2.2 Remarques. — En fait, une définition plus rigoureuse et plus générale est la
suivante : f et g sont équivalentes en a s’il existe une fonction h telle que f(z) =
(1+ h(x))g(z) et telle que lim h(z) = 0. Les deux définitions sont équivalentes si la
fonction g ne s’annule pas au voisinage de a.
— Il est équivalent de dire que f(z) ~ g(z) en a et que f(x) = g(z) + o(g(x)) en a.
) ) . sinzx
5.2.3 Exemples. (i) On a sin(z) ~ x en 0 (car lim =1).

z—0

(i) On a 22 4+ 2z ~ 2% en +o0.

5.2.4 Remarque. ATTENTION!! Les erreurs sont fréquentes dans l'utilisation des
équivalents ! Il est indispensable de bien retenir la définition de deux fonctions équivalentes
en a, pour éviter des raisonnements faux.

Donnons quelques exemples des raisonnements a tenir avec les équivalents :

(i) la seule fonction f équivalente a 0 en a est la fonction nulle au voisinage de a;

(i) si fi ~ g1 en aet fo ~ go en a, alors on a f1fo ~ g192 en a : en effet, on a

fh@h(@) _ A ba)

1 doNVIAV T

r—a g1 (J})QQ(I) 2o 91($) r—a 92(x>

(iii) PAR CONTRE, on peut tres bien avoir f; ~ g1 en a et fo ~ go en a MAIS PAS
fitfo~gi+gaena:parexemple, onaz+a2>~z+a3en 0, —x ~ —x en 0 et

pourtant on n’a PAS 22 ~ 2% en 0!!!
2
x
(iv) Il est correct d’écrire cosx ~ 1 — 5 en 0. Toutefois, cela ne présente pas d’intérét,

2005

=1x1=1.

car on a aussi cosr ~ 1 —x en 0! En pratique, un équivalent ne doit comporter
qu'un seul terme : les termes négligeables doivent disparaitre.
2 1
—cosx 1

. TS x .
Par contre, il est sensé d’écrire 1 — cosz ~ — en 0 (car on a lim ———— = —-) ,
z—0 12 2
2005

mais cette fois ci on n'a PAS 1 —cosz ~ x en 0!

Moralité : Pour calculer un équivalent a partir de ceux des fonctions usuelles, on peut
multiplier, mais PAS ajouter !

5.3 Exemple : comparaison des fonctions exponentielle, puis-
sances et logarithme

On cherche ici a comparer les fonctions exp(x), , Inz au voisinage de 400 et de 0.
Pour les comparaisons puissances - logarithme, on a les limites suivantes :

5.3.1 Proposition. Soita € R, et > 0. On a

l (%
lim (In-2) =0 et lim 2°|Inz|* = 0.
T—+00 I”B z—0t
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En résumé, comme on I'a dit dans la remarque 4.2.3, les puissances I’emportent sur
les logarithmes en +o0o et en 0 : en effet, les deux limites précédentes sont a priori
indéterminées, mais c’est le terme z” qui impose sa limite au terme |Inx|®.

5.3.2 Remarque. Avec les définitions du paragraphe précédent, la proposition s’énonce
ainsi :
(i) Sia € Ret >0, la fonction (Inx)® est négligeable en +o0o devant la fonction 2,
ce que I'on note (Inz)® = o(z”) en +o0.

1
(ii) Sia e Ret >0, la fonction | Inx|* est négligeable en 0 devant la fonction —5 ce
T

1
que 'on note | Ilnx|* = o(—ﬁ) en 0.
T

Pour les comparaisons puissances - exponentielle, on a les limites suivantes :

5.3.3 Proposition. Soit a et 5 deux réels. On a
{ +oo st (>0

lim z%%* =
Tr— 400

0 st B <O.

En résumé, comme on 'a dit dans la remarque 4.3.6, les exponentielles I'emportent
sur les puissances en +o0o et en —oo : en effet, les deux limites précédentes sont a priori
indéterminées, mais c’est le terme e’* qui impose sa limite au terme z®, et ce quel que
soit .

5.3.4 Remarque. Avec les définitions précédentes, la proposition s’énonce ainsi :

(i) Si a € Ret 8 > 0, la fonction 2 est négligeable en 400 devant la fonction e’®

: .
(puisquon a lim —— = 0), ce que I'on note z* = o(e’*) en +oo.
z—+oo BT

(i) Sia € Ret 3> 0, la fonction |z|* est négligeable en —oo devant la fonction e =7,
ce que l'on note |z|* = o(e™#*) en —oo.



Chapitre 11

Etude et approximation de fonctions

1 Dérivées

La dérivation sert dans la plupart des applications des mathématiques. C’est I'outil le
plus pratique pour faire I’étude des variations d’une fonction et la recherche d’extrema.
Comme nous allons le voir, 'idée est de remplacer, quand on le peut, la fonction par une
approximation affine, c¢’est-a-dire une fonction de la forme f(x) = ax + b (dont la courbe
représentative est une droite).

1.1 Introduction

Voici I’équation donnant ’altitude, en fonction du temps, d’une scorie expulsée par un
volcan d’Auvergne lors de sa derniere éruption il y a 6.000 ans :

1
h = f(t), avec f(t) = h; — §gt2 + vt (1.1)
ol g = 9,8 ms~2 est l'accélération due & la pesanteur, h; = 1200 m est l'altitude du
cratere et v; = 30 ms~ ! est la vitesse verticale d’expulsion de la scorie & I'instant ¢t = 0 s.
Cette équation est simplement celle obtenue des lois de Newton, en négligeant notamment
la résistance exercée par I'air.

Le volcan

Imaginons qu’a 1’époque un observateur ait été présent pour faire la mesure de cette
altitude en fonction du temps. Voici le tableau de valeurs qu’il aurait pu remplir :

29
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tens 0 1 2 3 4 5 6 7 8
henm | 1200 1225,1 1240,4 1245,9 1241,6 1227,5 1203,6 1169,9 1126,4

D’apres ces valeurs, on voit que l'altitude maximale de la trajectoire se situe aux
environs de 1245 m, a t = 3 s. Comment déterminer de facon précise ce maximum ? Une
approche serait de procéder a des mesures plus fines autour de l'instant ¢ = 3 s. On
obtiendrait :

tens 2,900 2,990 2,999 3,000 3,001 3,010 3,100
henm | 1245,791 1245,894 1245,899 1245,900 1245,901 1245,906 1245,911

On voit donc que ty5 = 3 s n’est pas le moment ou 'altitude de la scorie est maximale
et que cette méthode n’est pas pres de nous fournir la bonne valeur. On peut cependant
en déduire la vitesse d’élévation moyenne entre ¢y = 3 s et un autre instant de mesure ¢
en calculant le tauz de variation, donné par le rapport : écart d’altitude sur durée.

Af @) = f(to) _ f(t) —1245,9
At t—ty t—3 '

Bien str, ce rapport ne peut pas étre calculé pour t = 3 s, mais il donne la vitesse
d’élévation moyenne v,,,, entre {y = 3 s et tout autre instant de mesure t # 3 s :

tens 2,900 2,990 2,999 3,000 3,001 3,010 3,100
Umoy €0 m | 1,090 0,649 0,605 777 0,595 0,551 0,110

Pour compléter ce tableau, on définit la wvitesse instantanée a linstant t5 = 3 s,
Vinst(to) : c’est la limite (lorsqu’elle existe) de la vitesse moyenne entre les instants ¢y et
t, quand t tend vers t5. On a donc :

Uinst(tO) = lim M

t—to t—1g
En utilisant 'expression de f donnée dans (1.1) on calcule :
f(t) = f(to)

t—to t— 1y
m

L. =1t (1.2)

On dispose cette fois d’'un bon critere pour trouver le point d’altitude maximum :
supposons qu’a ty la vitesse (d’élévation) instantanée de la scorie soit strictement posi-
tive. Alors le taux de variation d’altitude entre ¢y et tout instant suffisamment voisin est
strictement positif. En particulier, on peut trouver ¢t > t, tel que laltitude f(¢) soit plus
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grande que celle a ty. Le méme raisonnement montre que si la vitesse instantanée a t
est strictement négative, I'altitude n’est pas maximale. Ainsi, pour que ¢y soit un instant
ou l'altitude est maximale, il faut que la vitesse instantanée y soit nulle. On trouve alors
facilement que to = v;/g = 3,061 s et que l'altitude maximale est 1245,918 m.

Ainsi, une donnée importante pour étudier une fonction f au voisinage d’un point ¢,
est
. . t)— f(t

t—to At t—to t—tg

Lorsqu’elle existe, on appelle cette limite la dérivée de f au point ty, que 'on note f'(to).
Cette dérivée correspond a la vitesse instantanée en t.

1.1.1 Remarque. Il est clair que I’équation (1.1) n’est pas valable & tout instant : au
bout d’un moment, la scorie retombe sur le sol. Si ¢y est cet instant, on ne peut plus parler
de vitesse instantanée en ty : la vitesse moyenne entre ¢ty et un autre instant changeant

t)— f(t
brutalement au voisinage de tg, la limite tlir? M
—to —

0
Ialtitude de la scorie en fonction du temps n’est pas dérivable en ce point.

n’existe pas. La fonction donnant

1.2 Définition et propriétés

Donnons a présent la définition et les regles permettant le calcul de la dérivée :

1.2.1 Définition. Soit f une fonction définie au voisinage d’un point z. On dit que f est
h) —
dérivable en x si le quotient flz+h) = f(x)

h
fl+h) - fz)
7 :
Si f est dérivable en chaque point d'un intervalle |a, b[, on dit que f est dérivable sur
la,b[. Si f est dérivable sur Ja, b] et si f” est continue sur ]a, b[, on dit que f est continiment
dérivable, ou encore que f est de classe C' sur ]a, b|.

admet une limite quand h tend vers 0. On

note alors f’(z) = lllin})

Af

n’est autre que le taux de variation N
x

r+h)— f(x)
h

Remarquons que le quotient
de f entre x et x + h.

1.2.2 Exemple. (i) Montrons que la fonction f : x + x? est dérivable en xo = 1. Déja,
FA+m—f@) _ (A+h)°—1 _ 142hth®—1 _ 94 p
h = h = = )

f est définie au voisinage de 1. Puis on a

donc ce taux de variation a bien une limite quand h tend vers 0. On trouve f/(1) = 2.

En fait on peut généraliser ce raisonnement a tout z € R : puisque M =
2 2

W = 2z + h, on trouve que f est dérivable sur R et que f'(z) = 2z.

(ii) La fonction f(t) = h; — $gt* + v;t introduite dans la formule (1.1) est dérivable sur

R : les calculs sont faits (voir formule (1.2)). On a f'(¢) = v; — gt.

Il peut étre assez difficile de faire le calcul de cette limite du taux de variation dans la
pratique. On préfere donc connaitre la liste de dérivées usuelles suivante :



32 CHAPITRE II. ETUDE ET APPROXIMATION DE FONCTIONS
Fonction | Domaine de dérivabilité Dérivée Notation
" R na" ! neN
1/z" =™ R\ {0} —nfa"t = —nz7" 1| neN
T 10, +o00[ ax®! aeR
sinx R COS T
CoS T R —sinx
Inz 10, +o0] 1/z
e R er

1.2.3 Notation. Une autre facon de noter la fonction dérivée de f est : f' = %. At-
tention! Cette notation ne signifie pas que f’ est un quotient, mais rappelle plutot la
définition :

df : . Af
=T = Jm
En poussant 'ambiguité plus loin, on écrira méme df = f'(x)dx pour exprimer que

Af = f(x) Az + o(Azx) en 0 (donc cela signifie que Af — f'(z)Az est négligeable
devant Az quand Az tend vers 0). Cette notation, appelée notation différentielle, rendra
plus naturelle certaines formules.

Nous terminons cette section en donnant les regles permettant de faire le calcul de la
dérivée d'une fonction a partir de la liste des dérivées usuelles.

1.2.4 Théoréme. Soit f et g deux fonctions dérivables sur ]a,bl. On a :
(i) la fonction f+ g :x v f(x)+ g(x) est dérivable sur|a,b[ et (f +9) = f +¢;
(i) la fonction f-g:xw— f(x)-g(x) est dérivable surla,b] et (f-g9) =f-g9g+¢ -f;
(iii) st g me s’annule pas sur |a,b|, la fonction f/g: x — f(x)/g(x) est dérivable

surJa,b] et (f/g) = H=4L.

1.2.5 Corollaire. Soit f une fonction dérivable sur ]a,b|, et ¢ un réel.
(i) La fonction cf : x v+ c- f(x) est dérivable sur|a,b| et (cf) = cf’;

(i) si g ne s’annule pas sur|a,b|, la fonction 1/g est dérivable sur]a,b| et (1/g)" = (_)2
g

Pour démontrer ce théoreme, ainsi que le suivant (ce peut étre un bon exercice!), il
suffit d'utiliser les regles de calculs des limites.

1.2.6 Théoréme. Soit U :|a,b[—]a, G] et f :|a, f[— R deux fonctions dérivables. Alors la
fonction foU :la,b[— R définie par foU(z) = f(U(x)) est dérivable et (foU) = U’-f'oU.

1.2.7 Remarque. La notation différentielle permet de mémoriser facilement la formule
précédente, sous la forme d’une dérivation par étapes : f est une fonction de U, donc df =
f(U)dU, et U est une fonction de x, donc dU = U’(x)dx ; si on veut dériver f comme une
fonction de  via U, on combine les deux expressions pour trouver : d(foU) = f'(U)-U'dz,

ce qui signifie : (foU)" = % — U f(U).

1.2.8 Exemple. (i) Calculons la dérivée de x — tanz. Comme tanz = sg;fc , puisque

sin et cos sont des fonctions dérivables sur R, on trouve que tan est dérivable en
tout point ou cos ne s’annule pas, c¢’est-a-dire : tan est dérivable sur son domaine de
définition. Pour mémoire, ce domaine de définition est R privé des réels de la forme
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7/2+ km, ou k € Z. Puisque cos’ z = —sinx et sin’ x = cosx, on obtient que si x
est dans le domaine de définition de tan, alors
, sin’ x cosx — cos’ wsinx 1 )
tan' x = = =1+ (tanx)=.
(cos x)? (cos x)?

(ii) Calculons la dérivée de g : & +— cos (Inz). On remarque que g est la composée de
U:z— Inzetdef:uw— cosu. Puisque f est définie sur tout R, le domaine
de définition de g est celui de U, c’est-a-dire |0, 4+o00|. Les fonctions f et U sont
dérivables sur leur domaine de définition, donc g est dérivable sur ]0, +o00|. Enfin,
pour = €]0,4+o00[, on a U'(x) = 1/x et pour u € R on a f'(u) = —sinu. Puisque
g = foU on trouve que pour x €]0,+oo[, on a ¢'(z) = U'(x) - f'(U(x)) = _sin(Inz)

xT

1.3 Approximation affine d’une fonction

La propriété fondamentale liée a la dérivabilité d'une fonction est celle de pouvoir faire
localement I’approximation de sa courbe représentative par une droite (la tangente) :

1.3.1 Proposition. Supposons que f est une fonction dérivable en xqy. Alors on peut
écrire f sous la forme :

f(x) = f(zo) + f'(xo)(x — 20) + o(x — x0) €n wo, (1.3)

Autrement dit, U'erreur commise en approximant la valeur de f(z) au voisinage de xo par
la formule f(xo) + f'(xo)(z — xo) est négligeable devant l’écart x — xy.

1.3.2 Remarque. La fonction P(z) = f(zo) + f'(z0)(x — xo) est affine (c’est-a-dire est
un polynome de degré au plus 1) : sa courbe représentative est une droite.

La formule (1.3) permet donc de faire une estimation pratique de f au voisinage de
xo avec une formule du genre az + b a partir de o, f(xo) et f'(x¢) : les coefficients a et b
sont donnés par a = f'(xg) et b = f(xg) — f'(x0)xo.

En d’autres termes, on peut faire 'approximation de la courbe représentative de
f au voisinage de xy par une droite. Cette droite est appelée la tangente a la courbe
représentative de f en xqy. Elle passe par le point (xo, f(xo)) et a pour pente f’(xg). Son
équation est :

y = f(x0) + f'(20)(x — o)

1.3.3 Exemple. Reprenons l'exemple étudié dans l'introduction. Quand on regarde
I’écart entre la courbe et la tangente, on voit que plus on zoome sur I'instant ¢y, moins on
arrive a faire la différence entre la courbe et la tangente :

M, M,
| | .
I M, MM,

M, : %MOMl
M 5m

1

oMy
500 m 100 0,05 s

58 Ls
t, —tyg =9 : 'écart entre t1 —ty = 2 : I'écart entre t; —tg = 0,1 : Iécart
la tangente et la courbe tangente et courbe est est maintenant de
est d’environ 400 m a d’environ 20 m a l'ins- l'ordre de 5 mm a

I'instant #; tant #; I'instant ¢; !
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Nous allons comparer les valeurs de la fonction définie en (1.1) données dans les deux
tableaux de valeurs avec 1’approxzimation affine obtenue en utilisant la dérivée a 'instant
t =3 s : approximation de f : t +— h; — %th + v;t donnée par (1.3) pour 5 = 3 est un
polynome du premier degré qui s’écrit :

1
P(t) = f(to) + f'(to)(t —to) = hy + 5gtg + (v; — gto)t = 1244, 1+ 0, 6t.

On obtient les valeurs approximatives :

0 1 2 3 4 5 6 7 8
f(t) | 1200 1225,1 1240,4 1245,9 1241,6 1227,5 1203,6 1169,9 1126,4
P(t) | 1244,1 1244,7 1245,3 1245,9 1246,5 1247,1 1247,7 1248,3 1248,9

ou l'on réalise que 'approximation, relativement correcte pour ¢t = 2 ou 4, est vraiment
grossiere pour les valeurs trop éloignées de ty, alors qu’en faisant les calculs pour des
valeurs proches de ty, on obtient :

2,900 2,990 2,999 3,000 3,001 3,010 3,100
f(t) | 1245,791 1245,894 1245,899 1245,900 1245,901 1245,906 1245,911
P(t) | 1245,840 1245,894 1245,899 1245,900 1245,901 1245,906 1245,960

ce qui montre la qualité de I'approximation au voisinage de t,.

En plus de fournir cette formule simple d’approximation, une autre conséquence de
(1.3) s’obtient en l'utilisant pour calculer lim f(z) :
Tr—T0

1.3.4 Corollaire. Si f est dérivable en xq, alors elle est continue en xg.

2 Etudes de fonctions

Dans ce paragraphe, on utilise les notions vues précédemment (limites, continuité,
dérivabilité) pour étudier de fagon de plus en plus précise les fonctions, de fagon globale
ou localement en certains points particuliers.

2.1 Sens de variation et recherche d’extrema

Les figures suivantes illustrent le fait que le signe du taux de variation d’une fonction
(donc le signe de la dérivée, si elle existe, de la fonction) change au passage par un
extremum local.

M,y M,y
My
M est a gauche du M se rapproche de M, : M a dépassé M, : la
maximum M, : la pente la pente est moins pente est devenue

de MyM, est positive grande négative
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La situation dessinée est celle au passage par un maximum, mais le cas d’un minimum
s’obtient facilement par symétrie. On en déduit le critere suivant :

2.1.1 Théoreme. Soit f une fonction dérivable en a. Pour que a soit un extremum local

de f, il faut que f'(a) = 0.

ATTENTION!! S’il faut que la dérivée s’annule pour avoir un extremum local, la
réciproque est fausse, comme le montre ’exemple de z — 23 dont la dérivée s’annule en
0 qui n’est pas un extremum.

En utilisant la proposition précédente, on obtient le résultat suivant, qui permet no-
tamment d’utiliser la dérivée pour étudier le sens de variation :

2.1.2 Théoréme ( Théoréme des accroissements finis). Soit f une fonction conti-
nue sur [a,b], qui est dérivable sur |a,b|. Alors il existe au moins un point ¢ de l'intervalle
la, b[ tel que :

oy f0 = f@
b—a
,,,,,,,, M c _ _
Mo~ M,
La pente de la tangente en M, vaut Le cas particulier f(a) = f(b) est
le taux d’accroissement entre a et b plus intuitif

(la pente de la droite M,My)

2.1.3 Remarque. Il peut y avoir plusieurs possibilités pour choisir le point ¢ : le théoreme
n’assure que l'existence de ¢, pas son unicité (comme la figure ci-dessus le suggere).

Ce théoreme permet de déduire les regles suivantes, qui seront tres utilisées pour faire
I’étude des variations d’une fonction :

2.1.4 Corollaire. Supposons que [ soil une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur

la, b[.
(i) f est constante sur [a,b] si et seulement si f' est nulle sur|a,b|;
(ii) f est croissante sur [a,b] si et seulement si [’ est positive ou nulle sur |a, b].
(iii) [ est décroissante sur [a,b] si et seulement si [’ est négative ou nulle sur |a, b|.
(iv) Si f' est strictement positive sur |a, b, alors f est strictement croissante sur |a, b|.

(v) Si f" est strictement négative surla, b[, alors f est strictement décroissante sur [a, b].
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2.1.5 Exemple. Montrons que pour tout x €0, +oo[ on a Inz < x — 1, avec égalité si et
seulement si x = 1.

Posons f(z) = Inz—(x—1). C’est une fonction dérivable sur |0, +oo[ et f'(z) = 1/z—1.
On trouve donc que pour tout = €]0, 1], f’ est positive sur |z, 1[. Or f est continue sur
[2,1], donc f y est croissante et f(x) < f(1) = 0. De méme, pour tout = €]1,+oo[ on
trouve que f’ est négative sur |1, z[. Puisque f est continue sur [1,z] on déduit que f est
décroissante sur cet intervalle donc que 0 = f(1) > f(z). L’inégalité est donc prouvée.
Pour les cas d’égalité, on a déja observé que f(1) = 0. Pour tout z €]0, +oo[ on a montré
que f est monotone (croissante ou bien décroissante) sur 'intervalle de bornes 1,z. Si x
est tel que f(x) = 0, on trouve que f doit étre constante sur cet intervalle. Si z # 1, cela
implique que f’ s’annule ailleurs qu’en 1, ce qui est impossible.

2.2 Etude d’une fonction a ’infini

Supposons f définie au voisinage de 4+o00. On va chercher a comprendre au mieux
le comportement de f au voisinage de +oo (on raisonnerait d’'une fagon identique au
voisinage de —o0).

Trois cas peuvent se produire :

(i) soit xl_lgloof(x) =a € R, c’est-a~dire f a une limite finie en +o0.

322 1

—_ T —
2 +1 x
(ii) soit lirf f(z) =400 (ou —o0).

Ezemples : x ——

I

Ezxemples : x — x*

, T — —2% —i—acsin(%), x+— logx;
(iii) soit f n’a pas de limite en +o0.
Ezemples : x — cosx, x — xsinz.

Etudions plus précisément les deux premiers cas :

Dans le premier cas, le comportement de la fonction au voisinage de 400 est simple :
son graphe est tres proche de la droite horizontale d’équation y = a.

Dans le deuxieme cas, par contre, les comportements peuvent étre variés : ainsi,
les fonctions  —— 22, © —— logz ou = —— 2z vérifient toutes trois la propriété

liI_"I_l f(z) = +o00, mais leur comportement est tres différent au voisinage de +oco.
T—1T00

Une premiere question naturelle est de se demander si la fonction se rapproche d’une
droite quand x — +o0o. On introduit de ce fait la définition suivante :

2.2.1 Définition. On dit que la droite y = ax + b est une asymptote en +oco a la
fonction f sion a lirg f(x) — (ax +b) = 0.

Dans ce cas, le comportement de f a U'infini est clair, la distance entre le graphe et la
droite asymptote tend vers 0. On peut ensuite pousser 1’étude en étudiant le signe de la
fonction x —— f(x) — ax — b pour savoir si le graphe de la fonction se situe au dessus ou
en dessous de sa droite asymptote.

2.2.2 Remarque. Dire que f admet une asymptote en 'infini d’équation y = b (c’est-a-
dire avec a = 0) est équivalent a dire que f a une limite réelle finie b en +o0.
2

2.2.3 Exemple. La fonction f : x — admet la droite d’équation y = 3z — 3

comme asymptote en +oo : en effet, on a
322 3 ) 3

—(3x — 3) = t 1 =0
41 (32 ) $+1ez—l>I-Poo$+]_
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Le calcul ci-dessus prouve de plus que le graphe de f se situe au dessus de son asymptote,
puisqu’au voisinage de U'infini on a f(x) — (3z — 3) > 0.

~y=3x—3

32
z+1

Graphe de la fonction z ——

Cependant, il arrive que f n’ait pas d’asymptote au voisinage de +oo : c¢’est par
exemple le cas des fonctions z — 2% et © —— /z. On regarde alors si le graphe de f
prend la direction d’une droite quand x tend vers +oo.

2.2.4 Définition. (i) On dit que f admet en +o0o une direction asymptotique de
f(z)

pente a sion a lim —= =a
rx—+oc0 I

(ii) Si lir}rrl f@) = 400 (ou —o0) on dit que f admet une direction asymptotique
r—+oo I
verticale.

2.2.5 Exemples. (i) La fonction x —— logz admet une direction asymptotique de
pente 0.

(i) La fonction x — 2% admet une direction asymptotique verticale.

1

(iii) La fonction x —— —%x + v/z cosz admet une direction asymptotique de pente —3;

>

1

direction asymptotique de pente —3

Graphe de la fonction z — —%x + xcosx

2.2.6 Remarque. Si f admet en 400 une asymptote d’équation y = ax + b, alors f a
une direction asymptotique de pente a.

ATTENTION, la réciproque est fausse : la fonction z — —0, 5z + /x cosz admet une
direction asymptotique de pente —0,5 MAIS n’a aucune asymptote au voisinage de +00.
En fait, dire que y = ax+b est une asymptote de f en +00, c’est dire que f admet en 00
une direction asymptotique de pente a et QU’EN PLUS on a zl_l)I_’I_loo f(z) —ax=0b€eR.
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=)

T

En résumé, pour étudier une fonction en 400, on regarde si la fonction admet

une limite en +o00. Si c’est le cas :

(i) soit cette limite est +o00, auquel cas f admet en +oo une direction asymptotique
verticale ;

(ii) soit cette limite est @ € R. Alors f admet une direction asymptotique de pente a.
Dans ce cas, on regarde si la fonction g(z) = f(x) — ax admet une limite en +o00 :

(a) soit g n’a pas de limite, soit ¢ a une limite +oo en +oo. Alors f n’a pas
d’asymptote en +00;

(b) soit 1151_1 g(x) =b e R. Alors f aen 400 une asymptote d’équation y = ax+b.

3 Développements limités

Dans cette section, on va chercher a étudier une fonction f de facon de plus en plus
précise au voisinage de 0. Cette étude est souvent tres utile, par exemple pour trouver
des limites de fonctions quand on a affaire a une forme indéterminée, ou pour approximer
des fonctions compliquées dans des calculs par des fonctions plus simples. Une application
tres utile, et sur laquelle nous axerons ce texte, est de pouvoir trouver un équivalent a une
fonction f au voisinage de 0.

3.1 Définition et premieres propriétés

Examinons les différentes informations que 1’on possede sur la fonction f au voisinage

de 0.

(i) L’information la plus “grossiere” est de connaitre la valeur de f(0) (ou, si f n’est
pas définie en 0, de savoir si f(x) a une limite L quand x — 0). Cette valeur nous
permet d’approximer la fonction f par L au voisinage de 0. Si cette limite L est
différente de 0, on peut écrire f(z) ~ L en 0.

C’est évidemment une information essentielle, mais généralement non suffisante : la
seule valeur limite en 0 ne permet pas de comparer vraiment les fonctions x —— sin z,
x+—— 1 —cosx, x — x*, qui toutes ont la méme limite nulle en 0.

(ii) Si f est dérivable au voisinage de 0, on peut raffiner 1’étude en étudiant la dérivée
de f en 0. Comme on ’a vu auparavant, la valeur f’(0) représente la pente de la
tangente en 0 au graphe de f. Cette tangente a pour équation

y = f(0)+ f'(0)z.

On voit bien sur le dessin (voir ci-dessous) que cette droite est celle qui approxime
le mieux la fonction f au voisinage de 0 : par exemple, la tangente a la fonction
x — sin z est la droite d’équation y = x, alors que celle aux fonctions x — 1—cosx
et © —— 2 est la droite d’équation y = 0.

Ainsi, l'approximation par la tangente, dans notre étude, permet de trouver
I’équivalent : sinx ~ x en 0.
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y=1—cosz

Zoom au voisinage de 0 des fonctions sinz, 1 — cos z, z*

Ces deux études suivent la méme démarche : dans le premier cas, elle permet d’ap-
proximer au voisinage de 0 la fonction par une constante, c’est-a-dire par un polynome
de degré 0. Dans le deuxieme cas, elle permet d’approximer au voisinage de 0 la fonc-
tion par une droite, c’est-a-dire par un polynome de degré 1. L’erreur commise par cette
approximation est bien plus faible dans le deuxieme cas que dans le premier !

3.1.1 Exemple. Si sur l'intervalle | — 0.1,0.1] on approxime la fonction x — sinz par
0 on commet une erreur au maximum d’environ 0,1. Si on approxime cette fonction sur
| = 0.1,0.1] par la droite y = z, on commet au maximum une erreur de 0,00017! On a
divisé le terme d’erreur par 600.

L’idée des développements limités est de généraliser cette démarche, en cherchant a
approximer la fonction f par un polynéme de degré de plus en plus grand,
pour avoir une information de plus en plus précise : en effet, au voisinage de 0, “plus n
est grand, plus z™ est petit”, ce qui en termes mathématiques s’exprime par la phrase “si
n > m, alors 2" est négligeable devant x™ au voisinage de 0.”

3.1.2 Définition. Soit f une fonction définie et continue au voisinage de 0, sauf peut-étre
en 0. On dit que f possede un développement limité (ou DL) a ’ordre n en 0 s'il
existe un polynéme P(z) = ag + a1z + ... + a,x2" de degré inférieur ou égal & n tel que
f(z) est égal a P(x) 4 (une fonction négligeable en 0 devant ™). Autrement dit tel que

lim
z—0 ™
Notations :
— Le polynéme P(x) s’appelle la partie réguliére du DL.
— Le terme f(x) — P(z) s’appelle le reste du DL.

Le reste du DL est une fonction négligeable devant x™, c’est pourquoi, conformément
aux notations introduites précédemment, et pour simplifier I’écriture, le DL de f a l’ordre
n en 0 sera généralement noté

f(z) =ao+az+ ...+ az" +o(z") en 0.
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Dans la suite, on notera seulement
f(x)=ay+arz+ ...+ a,z" +o(z"),

le terme “o(z™)” signifie “une fonction négligeable en 0 devant z™” (car 0 est le seul point
au voisinage duquel z™ est négligeable devant 2z quand n > m).

ATTENTION a ne pas oublier le reste dans 'écriture d’'un DL ! Le terme f(x) N’EST
PAS EGAL a la partie réguliere P(z), mais la différence entre ces deux fonctions est
négligeable devant x".

On peut démontrer les propriétés suivantes :
3.1.3 Proposition. Sl existe, le DL a l'ordre n d’une fonction f en 0 est unique.

3.1.4 Proposition. (i) Si [ est une fonction paire, alors la partie réguliere de son
DL en 0 est un polynome pair, c’est-a-dire un polynome qui ne contient que des
puissances paires (1, 2%, x* etc...).

(ii) Si f est une fonction impaire, alors la partie réguliére de son DL en 0 est un po-
lynome tmpair, c’est-a-dire un polynome qui ne contient que des puissances impaires
(z, 23, 2% etc...).

En pratique, on utilisera tres souvent le résultat suivant :

3.1.5 Proposition. Si f admet un DL a l'ordre n en 0, et que la partie réguliére P(x)
du DL n’est pas le polynome nul, alors f(z) ~ a;x* en 0, ot a; est le plus petit coefficient
non nul de P, c’est-a-dire a; # 0 et pour tout 0 < j <1, a; = 0.

3.2 Quelques DL classiques

On peut décrire explicitement le DL d’une fonction si celle-ci possede des propriétés
suffisantes de dérivabilité. On a déja vu que si f est dérivable au voisinage de 0 alors son
DL a l'ordre 1 est donné par ’équation de la tangente a f en 0,

f(z) = £(0) +2'(0) + o(z).

Si f’ est elle-méme dérivable, on dit que f est 2-fois dérivable. Et par récurrence on définit
ainsi la notion de fonction n-fois dérivable, pour n € N.

Avec cette notion, on a la formule suivante, dite formule de Taylor-Young :

3.2.1 Théoreme. Soit f une fonction n-fois dérivable au voisinage de 0. Alors elle admet
un DL a lordre n en 0, qui est donné par la formule :

1 1
f@) = FO)+ f(O)z+ S f" () + ...+ — F™(0)2" + o(z™)
(ici f™ désigne la dérivée n-ieme de f).
On rappelle que n! =1 x2x3x--- X n.

Grace a la formule de Taylor-Young, on obtient les DL suivants au voisinage de 0 (on
remarque qu’il est logique de n’avoir que des puissances paires dans la partie réguliere du
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DL de la fonction cos puisqu’elle est paire. De méme, il n’y a que des puissances impaires
dans la partie réguliere du DL de la fonction sin puisqu’elle est impaire) :

T 12 13 1 n n
e =14+a+ -+ —a°+ -+ —a" +o(a")

2 6 n!
cosr=1-— lx2+ix4+...+(_1)n 1 x2n+o(x2n+1)
2 24 (2n)!
. o ]- 3 ]- 5 n 1 In+1 2n+2

Si a € R, on a au voisinage de 0 :

(a—=1) 4

(1+x)a:1—i—ozx—|—a x” +

ala —1)(a—2) 4

x° 4+

2 3!

+a(Oz—1)(0(—272‘...(04—71—1—1)

"+ o(z")

A partir de ce DL, on obtient par exemple :

1

14u

=1—-u+u?—ud+- -+ (=1)"u" +o(u")
—=1+u+u’+uP+--u"+o(u")
=1—-w+u* —ub+ -+ (=1)"u® + o(u*)

L :1—|—u2+u4—|—u6+...+u2n+o(u2n+1>

Enfin, on a au voisinage de 0 :

2 3 4

1 1 1
m(l+z)=2— -2+ -2 -2+

xn-‘rl + 0($n+1)

3.3 Regles de calcul

L’intérét fondamental d’utiliser les DL pour trouver des équivalents en 0 tient au fait
qu’on ne peut pas additionner des équivalents, alors qu’on peut additionner des DL : pour
trouver un équivalent a f 4+ g en 0, on additionnera leurs DL jusqu’a ce qu’on obtienne
un terme non nul, qui fournira 1’équivalent cherché.

On peut aussi multiplier et composer les DL, sous certaines conditions :

3.3.1 Proposition. Si f et g admettent toutes les deux un DL a l'ordre n au voisinage

de 0, alors

(i) la fonction f + g admet un DL a l'ordre n au voisinage de 0 dont la partie réguliére
est la somme des parties réqulieres des DL de f et g,

(ii) la fonction fg admet un DL a l'ordre n dont la partie réguliére est la somme des
termes de degré < n dans le produit des parties régulieres des DL de f et g.

(iii) Si de plus f(0) = 0, alors la fonction g o f admet un DL & l'ordre n au voisinage
de 0, dont la partie réguliére s’obtient en substituant la partie réqulicre du DL de
f dans la partie réguliere du DL de g, et en ne conservant que les termes de degré

< n.

3.3.2 Remarques.

(i) L’hypothese f(0) = 0 est indispensable pour composer les DL !
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ATTENTION, il faut aller jusqu’'a 'ordre n dans chacun des DL pour étre str de
ne pas oublier de termes!

[lustrons par quelques exemples les regles données ci-dessus :

3.3.3 Exemples. (i) On cherche a trouver un équivalent en 0 a la fonction 1 — cos(x).

3.4

On a, au voisinage de 0, cos(z) = 1+ o(1), donc on obtient 1 — cos(z) = o(1). C’est
insuffisant pour trouver un équivalent! On regarde alors le DL de cos(x) a un plus
grand ordre : cos(x) = 1 — %2 + o(x?). Le DL & l'ordre 2 de 1 — cos(z) est donc

1 —cos(z) = 2—2 + o(z?). Cela nous permet d’affirmer 1 — cos(z) ~ % en 0.

sinx

On cherche a trouver un équivalent en 0 a la fonction f(z) = e™* — e®. Comme
sin(0) = 0, on peut utiliser la composée des DL.

- ATordre 1, on asinx = z +o(z), ¢ = 1 +u + o(u), et donc 5" =1 + z + o(x).
Or ¢ = 1+ x + o(z), donc on obtient f(z) = o(z). C’est insuffisant, on passe a
I'ordre 2.

- A Tordre 2, on a sinz = x + o(z?), e* = 1 +u + “72 + o(u?), et donc e =
1+2+2Z +0(2?). Ore® =1+ +2 +o(z?), donc on obtient f(z) = o(z?). Cest
insuffisant, on passe a 'ordre 3.

- Alordre 3, on asinz =x — %3 +o(z3), et =14+ u+ “72 + %3 + o(u?), et donc

: 1 1 1 1 1
Mt = 14 (v — 6933) + é(x - 6:53)2 + 6(33 — 6933)3 + o(z?)
1 1 2 1 1 3
= 1+ (x— 6x3)+§(x2— 6x4+%x6)+6(m3— 6x5+ )+ o(z?)
1
= 1+x+§x2—|—0x3—|—0(:)§3).
Comme e* =1+ + % + “%3 + o(x?), on obtient f(zr) = —%3 + o(x3). Ainsi, on a

montré f(z) ~ —%3 en 0.

Développements limités au voisinage de zjy # 0 et en +o0

On peut vouloir approximer une fonction en un réel xy non nul, ou en +oo. En fait,
cette étude peut toujours se ramener a celle d’'un DL au voisinage de 0.

Développement limité en x5 € R

Soit xg un réel, et f une fonction définie au voisinage de g, sauf peut-étre en zy. On
veut étudier le comportement de f au voisinage de xzy. Pour ce faire

(1)
(i)

(i)

On introduit la fonction h(t) = f(t + o) (ce qui se traduit par f(z) = h(x — x)).
Etudier f au voisinage de xg, c’est exactement étudier h au voisinage de 0.

On détermine (quand c’est possible) le DL a 'ordre n en 0 de la fonction A :
h(t) = ap+ art + ... 4+ ant™ + o(t").

On se ramene ensuite a la fonction f au voisinage de xg en remplacant la variable ¢
par x — xg. On a ainsi

f(x) =h(x —x0) = ap+ a1(x — x) + ... + an(x — 20)" + o((x — x0)").
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C’est cette formule qu’on appelle le DL a l'ordre n de f au voisinage de x.
On a toujours dans ce cas la formule de Taylor-Young :

3.4.1 Théoreme. Si f est n-fois dérivable au voisinage de xq, alors f admet un DL a
lordre n au voisinage de xqo, qui est donné par la formule de Taylor-Young :

f(x) = f(xo)+ f'(20)(x —10) + %f"(xo)(x —x0)’ 4+ %f(n) (z0)(z —20)" +o0((x —10)").

3.4.2 Exemple. Cherchons a calculer le DL a l'ordre 4 de e* au voisinage de 1.
(i) Soit on utilise la formule de Taylor-Young (ici particulierement simple d’utilisation).

(ii) Soit on se rameéne au voisinage de 0 selon la méthode précédente : on pose h(t) =
e On a et = ee!, donc le DL a 'ordre 4 de h au voisinage de 0 est

€ € [
h(t) = t+ 2+ -3+ —¢* .
(t)y=e+e + 3 +6 +95 + o(t?)

On en déduit ainsi le DL de e* au voisinage de 1 :

e =eter—1)+ g(x 124 g(x 124 i@; 1)t 4 o((z — 1)Y).

Développement limité en +o0

On suppose que f est définie au voisinage de +oo. Par définition, on dit que f admet
un développement limité a I'ordre n au voisinage de +o0o lorsque la fonction z — g(x) =

1
f —) admet un DL & l'ordre n au voisinage de 0 (plus précisément au voisinage de 07,
x

c’est-a~dire lorsqu’on se limite & étudier g(x) lorsque z tend vers 0 par valeurs positives).

z—1 1—1

Lorsque x tend vers +o00, l'inverse y = % tend vers 0. Or on a vu que la fonction y — ﬁ

3.4.3 Exemple. Considérons la fonction f(z) = -Z; sur ]1,+oo[. On a f(z) = 1.

1
admet pour DL a 'ordre n au voisinage de 0 : 1= I+y+y>+y>+---+y"+o(y").
Y

On en déduit que :

T 1 1 1
=1+t 5ttt —to—
z—1 x a2 23

est le DL de la fonction f a l'ordre n au voisinage de +oc.

3.5 Applications des DL
Calcul de limites et d’équivalents

Un DL permet de donner une approximation d’une fonction par un polynome, ce qui est
précieux dans bien des situations : calcul de limites, recherche d’équivalents, étude d’une
courbe, étude de branches infinies, position d'une courbe par rapport a ses asymptotes
ete...

1
Donnons un exemple : calculons lim {x —2%1n (1 + —) )
x

r—>+00
A priori, on ne peut pas conclure car on a une forme indéterminée : chacun des termes
de la différence tend vers +o0o. Mais au voisinage de +00, on a

| 1+ 1 1 L + L + !
n )| =——4+—+0|—=
T r 222 3a3 3



44 CHAPITRE II. ETUDE ET APPROXIMATION DE FONCTIONS

1 1 1
car In(1+u) =u — §u2 + §u3 + o(u?®) pour u = — au voisinage de 0. Donc on a
T

1 1 1 1
2 — _— — _— —_
xln(1+ ) T 2+3x+0<$)

d’ott T'on ti li 2] 1+1 li ! 1+ ! !
ou l'on tire que lim |x —2%In — )= lim |=——+o0o(—-)| ==.
d r——+00 i z—+o0 | 2 3 i 2

n remarque que ce DL nous prouve par la méme occasion que la fonction x ——

22 In(1 + %) a une asymptote au voisinage de 400, d’équation y = = — %

Notons pour finir que plusieurs limites classiques (et a connaitre) découlent
immédiatement de calculs avec les DL. C’est le cas entre autres de
sin . In(1+x) et —1 . l—cosx

lim =1, lim =1, lim =1 lim ——— =0.
r—0 z—0 €x x—0 x z—0 x

Estimation des termes d’erreur

Il est intéressant, et important en pratique, lorsqu’on approxime une fonction par la
partie réguliere de son DL a l'ordre n en 0, de calculer quel est 'ordre de grandeur de
I'erreur commise. On a le théoréme suivant (appelé 'inégalité de Taylor-Lagrange) :

3.5.1 Théoréme. Soit f une fonction n + 1-fois dérivable sur un intervalle | — a,a[, et
soit x un élément de | — a, a[. Si pour tout t entre 0 et x on a |f"TV(¢)| < M, alors
£@) - (10 + 270 + 20 + o+ Do) < a1
2 T nl S (e 1)

3.5.2 Remarque. A l'ordre n = 0, I'inégalité de Taylor-Lagrange est une conséquence
tres simple du théoreme des accroissements finis (théoreme 2.1.2).

3.5.3 Exemple Reprenons un exemple déja abordé : on cherche a approximer sur 'in-
tervalle | — 2, 2[ la fonction z — sin z. Grace aux inégalités de Taylor-Lagrange, on a les
différentes inégalités suivantes :

(i) Si on approxime grossierement la fonction sin par 0, on a, par 'inégalité de Taylor-

Lagrange, | sinz| < |z| pour tout = €] — 1, [ (puisque la dérivée de sin est cos, qui

1

est majorée en valeur absolue par 1 sur | — 3, 2[) Remarquons que cette inégalité

est valable en fait pour tout x € R. L’erreur commise est donc ici au maximum de
5=0,5.

(ii) Si on utilise comme approximation de sin la partie réguliere de son DL a I'ordre 2,
qui est sinz = z+o(z?), alors I'inégalité de Taylor-Lagrange donne | sinz —z| < |z|

(puisque la dérivée troisieme de sin est — cos, qui est majorée en valeur absolue par 1

sur | — 3, fracl2[). Sur cet intervalle, on a \:)33\ < &, Verreur commise en approximant

sinz par x est donc au maximum de = =0, 021

(iii) Sion utilise comme approximation de sin la partie reguliére de son DL a I’ordre 4, soit
: 3 s el 2 . 3
sinz = x— % 4o(z"), alors 'inégalité de Taylor-Lagrange donne |sinz — (z— %)| <

|12|0 (pulsque la dérivée cinquieme de sin est cos qui est majorée en valeur absolue

par 1 sur]—3, 2[). Sur cet intervalle, on a |2°| < 35, I'erreur commise en approximant
sinz par  — 123 est donc au maximum de = 0,00026....

6 3840



Chapitre 111

Les fonctions de plusieurs variables

On a vu dans le chapitre précédent tout l'intérét de savoir faire 'approximation d’une
fonction d’une variable par des fonctions plus simples a calculer. Dans la pratique, il est
fréquent d’avoir a faire a des fonctions de plusieurs variables : la profondeur d’un océan
peut étre figurée sur une carte marine en fonction de deux variables (longitude, latitude),
ou encore la température de 'atmosphere dans un relevé météo doit étre accompagnée de
Ialtitude, la longitude et la latitude du point de mesure pour étre utilisée. La technique
du développement limité que nous avons appliquée aux fonctions d’une variable peut étre
généralisée a ce cadre. Nous allons voir dans ce chapitre comment obtenir le développement
limité a 'ordre 1 des fonctions de plusieurs variables.

1 Géométrie dans R3

Le but de cette partie est de rappeler les régles de calculs dans R? et R3. Méme si tout
est formulé dans le cadre de R3, toutes les propriétés énoncées dans les parties 1.1 et 1.2
sont aussi valides pour R? (voir la remarque 1.2.5).

1.1 Triplets de R3, points et vecteurs

Un triplet de nombres réels, (z,y, z) est la donnée dans un ordre précis de trois nombres
réels x,y, z. Par exemple (v/2,5,1/2) est un triplet, qui est différent de (1/2,v/2,5).

Un moyen de se représenter un triplet est d’y penser comme un point de l’espace
ambiant : si on a fixé un repere orthonormé (c’est-a-dire : on a posé un cube d’arétes de
longueur 1, & un endroit fixé), a un point correspond un triplet (les coordonnées).

Sur les points, on ne sait pas faire de calcul. Pourtant, avec des triplets de nombres
réels on sait faire des opérations. On parle alors de vecteurs plutot que de triplets. On sait
additionner deux vecteurs u = (a,b,c) et v = (z,9,2): © + 0 = (a+x,b+y,c+ 2).
Si A est un réel (qu’on appelle plutdt “scalaire” pour bien montrer que ce n’est pas un
vecteur), on sait aussi faire le produit d'un vecteur v = (x,y,z) par le scalaire \ :

A0 = (Az, Ay, Az). On note 0 le vecteur (0,0,0).

1.1.1 Définition. La norme du vecteur u = (z,y, 2) est le réel ||| = /22 + y2 + 22.
On dit d’un vecteur de norme 1 qu’il est normé.

On peut montrer par le calcul que la norme vérifie les mémes propriétés que la valeur
absolue dans R, a savoir :

1.1.2 Proposition. Soit W et ¥ deux vecteurs et X un nombre réel.

45
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(i) ||| = 0 avec égalité si et seulement si U = 0.
(ii) [N = (AL
(iii) |7+ 7 <)+ 7).

Munissons ’espace ambiant d’un repere orthonormé. On sait représenter un triplet
par un point de cet espace. Pour représenter un vecteur (c’est-a-dire un triplet avec lequel
on s’autorise a faire des calculs), c’est naturellement plus compliqué!

1.1.3 Définition. Soit M; et M, deux points, dont les coordonnées sont (x1,y1,21) et
—_—
(22, Yo, 22). Le vecteur MM est le triplet (xo — x1,y2 — Y1, 22 — 21).

On vérifie alors que :
. . . % H .
1.1.4 Proposition. (i) MM = 0 pour tout point M ;
(ii) MyMs = —MyM; pour deux points My et My ;
(iii) My My + MyMs = My Ms, pour trois points My, My et Ms.

_—

Bien str, tout vecteur @ peut se mettre sous la forme @ = M;M,, mais les deux
points M; et M, ne sont pas uniques (par exemple si u = (x,y,z) on peut prendre
(1,2,-37) et (x + 1,y + 2,z — 37) comme coordonnées pour M; et M,).

Le langage des vecteurs permet d’exprimer tres simplement le fait que trois points
distincts de 'espace M, P et () sont alignés : I'alignement a lieu quand on peut trouver
A € R tel que MP = ). ]\Té Si on ne veut pas avoir a préciser “distincts”, on remplace
cette condition par celle de pouvoir trouver deux réels A, p tels que : \- ]\ﬁ;—k,w]\TQ> -0.
Ceci justifie la définition suivante :

1.1.5 Définition. On dit de deux vecteurs @ et ¥ qu’ils sont colinéaires s il est pos&ble
de trouver deux réels A et 1 dont I'un au moins n’est pas nul et tels que : \. 0 +p. v = 0.

1.1.6 Proposition. Les deus vecteurs U = (Ty, Yu, 2u) €t U = (To, Yo, 20 ) s0nt colinéaires
dans R? si et seulement si les trois nombres Tu,Yy — YuTv, YuZo — Zulo €t ZuTy — Tuzy SONE
nuls.

1.1.7 Notation. Si a, b, z, y sont quatre réels, on pose Z

La condition de colinéarité ci-dessus peut alors se retenir comme :

T
= ay — bx.
)=

Ly Ty
Yu Yo

Ry Ry
Ly Ty

| Yu Yo
Ry Ry

=0.

On dispose donc d’'un moyen pour décrire la droite passant par deux points M; et My

dont on connait les coordonnées : un point P appartient a cette droite si My M, et My P
sont colinéaires, donc si les coordonnées (z,vy, z) de P vérifient

To —T1 T — T
Y=Y Y—U

29 —Z21 R — X2
To —T1 T — I1

Y—Y1 Y—U
29 —Z21 22— 21

-0, (1.1)

ou (x1,y1,z1) sont les coordonnées de M; et (z2,ys, 22) sont les coordonnées de M.

1.1.8 Remarque. Dans l'espace a 3 dimensions, une droite est donnée par 2 équations
non proportionnelles. La formule (1.1) a beau fournir 3 équations, une de celles-ci pourra
toujours étre déduite a partir des deux autres. Exemple : un point M (:E, Y, z) est sur la
droite passant par Ml(l, 0, 2) et My (0, 2, 2) si2x +y =2 et z =2 (ici, la deuxiéme et la
troisieme équation sont proportionnelles).
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1.2 Produit scalaire

En plus des deux opérations (addition de deux vecteurs et multiplication d’un vecteur
par un scalaire) dont le résultat est toujours un vecteur, on définit le produit scalaire de
deux vecteurs, dont le résultat est un scalaire (un réel!) :

1.2.1 Définitions. Soit U = (Ty, Yu, zu) €t U = (Zy, Yo, 2,) deux vecteurs de R3. Le
produit scalaire de U et U est le réel noté < u, v > défini par

— —
< U, VUV >=TyTy + YuYp + Zu2p-
On trouve dans les livres beaucoup d’autres notations pour le produit scalaire, comme

par exemple w. 7.
En faisant les calculs, on peut montrer que :

1.2.2 Propriétés. Soit W, ¥ et W trois vecteurs de R* et A un nombre réel.

(i) < W,V >=<7T,u >.

(i1) < W + 0, W >=< U, w
(i1i) <A\ U,V >=< U, \V >=
w) < U, u >=|u onc < u
(iv) <, W |||, d u,

le vecteur nul.

>4+ <V, W >.
A< W,V >.

>> 0 et l’égalité a lieu si et seulement si U est

Mettons en pratique ces propriétés sur le calcul suivant :

[+ = <u+7V, 0+ >
= <U,UAT>+<V,U+7V >
= <U,U>H+<U,V>+<V,U>+<V,V >
= |Z|P+2< W,V > +|V>

Drautre part : ||| + || V]| > |7 + @[ > 0, done (||| + [ 7'])* > (7 + V'[)*.

Aussi peut-on écrire :

11 + 20 [ 17+ [ 0)* = +
> [T+ TP = TP +2< T, T >+ T

On tire donc :
Ul =< U,V > .

]| 1]

WVl
A

Au total, on a montré que :

oy — —> — — s ey 2 . . .
1.2.3 Proposition. | < u, v > | < [|[W ||| V||, et I’égalité a lieu si et seulement si les
— — LIPS
vecteurs u et v sont colinéaires.

Dans le calcul précédent, on trouve le théoreme de Pythagore, c’est-a-dire | @' ||* +
|7 = || & + 7||? a lieu si et seulement si < ', v >= 0.
D’ou la définition :

1.2.4 Définition. On dit que les vecteurs @ et o sont orthogonaux si leur produit
scalaire est nul : < @, ¥ >= 0. On note alors u L. S’il s’agit de vecteurs de norme 1,

on parle alors de vecteurs orthonormaux.
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Avec cette définition, I'orthogonalité de deux vecteurs correspond a la notion intuitive
d’angle droit entre les deux vecteurs.
Si My, My, Ms, M, sont quatre points de l'espace (tels que My # My et Mz # M,),
alors nous disposons d’un moyen pour écrire que les droites (M;M,) et (MzM,) sont
. Va . % % Ve \
orthogonales : il suffit d’écrire que M; My L M3sM,. Avec les coordonnées par rapport a un
repere orthonormé :

(w2 — 21) (24 — 23) + (Y2 — y1) (ya — y3) + (22 — 21)(24 — 23) = 0.

1.2.5 Remarque. Tout ce qui a été dit jusqu’ici est en fait valable pour I’espace
a n dimensions, pour n un entier naturel supérieur ou égal a 1. Les coordonnées
sont alors des n-uplets, vivant dans I’ensemble R". En particulier, le cas de
I’espace a deux dimensions est associé A I’ensemble R? des couples de réels et
s’obtient en supprimant la troisieme coordonnée, ou ce qui revient au méme,
en faisant z = 0 dans les formules ci-dessus.

Questions : qu’en est-il du cas n = 17 que devient le produit d’un réel et d’un vecteur ?
et le produit scalaire? que devient la norme? que peut-on dire de deux réels “orthogo-
naux” ?

A présent, nous allons voir une construction qui ne peut étre faite que dans le cas de

R3.
1.3 Une spécificité de R? : le produit vectoriel

Dans la suite, on suppose que 'espace a trois dimensions est muni d’un repere ortho-
— —

ﬁ
normé (O, i, j, k), permettant de I'identifier avec R3.

1.3.1 Définition. Soit U@ = (Zu, Yu, 2u) €t U = (Ty, Ys, 2) deux vecteurs de R® . Le
produit vectoriel de @ et ', noté W A U est le vecteur :
) . (1.2)

On montre facilement par le calcul la principale propriété du produit vectoriel :

Ry Ry
Ty Ty

Ly Ty
Yu Yo

Yu Yo

Zy 2yl

)

(yuzv — ZulYvy Ruly — Tylyy Tulv — yuxv> - <

1.3.2 Proposition. Le vecteur @ A v est orthogonal ¢ la fois ¢ W et d v .

Comme on I’a déja vu plus haut, le produit vectoriel de u et ¥ est nul si et seulement
si W et U sont colinéaires.
Les calculs montrent :

1.3.3 Proposition. Soit i, ¥, W trois vecteurs de R® et A\ un nombre réel.
(i) NU)YAT =T ANT) =M (U ADV)

(i) (C+ VAW =UANW+T AW

(i) TNV +W)=Td AV + U AW

(i) UANV =—0 AU
(v) <0,V > +[W AV =P

Calculer le produit vectoriel de deux vecteurs permet donc de savoir si ces deux vec-
teurs sont colinéaires (si le résultat est nul!). L’autre intérét est de construire facilement
un nouveau repere orthonormé :
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. e — s
1.3.4 Corollaire. Si e; et e; sont deux vecteurs orthogonauz et normés de R? alors
—_— — —> — \ s J)
(O, €1, e3,€1 A es) est un repére orthonormé de [’espace.

Le repere orthonormé (O, €7, €3, €3) est direct si e3 = €1 A €. Il est indirect sinon (et dans
ce cas, il est facile de montrer qu’alors es=—e; A 6_2))

D’apres le point (v) de la proposition 1.3.3, le couple de réels (< w, v >, || u A || est un
élément de R? qui est toujours sur le cercle de centre (0,0) et de rayon ||| - || 7'||. On peut
donc affirmer :

1.3.5 Corollaire. Pour tous W et U wvecteurs de Uespace il existe un unique 6 € [0, 7] tel

que

<,V >= U Vcost et WAV =[] V] sine

1.3.6 Remarque. Contrairement au produit scalaire, le calcul du produit vectoriel dépend
(de Vorientation) de la base orthonormée dans laquelle on fait le calcul. En utilisant les
propriétés 1.3.3, on trouve que la formule (1.2) appliquée aux coordonnées dans la base
orthonormée (€7, €3, e3) donne le méme résultat que lorsqu’on I'applique aux coordonnées
— = =
dans la base (i, j, k) si et seulement si (€7, ez, e3) est directe. Si elle est indirecte, la
formule (1.2) appliquée aux coordonnées dans la base (€7, 3, €3) donne le vecteur opposé
= =
auANv.

1.4 Equation d’un plan dans R3

Dans ce dernier paragraphe nous introduisons un dernier outil. Il s’agit du produit
mixte que nous nommerons plutot déterminant. Rappelons que comme dans les para-
graphes précédents, 1’espace ambiant est muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7, ?), et
que la base (7, 7, ?) associée permet d’identifier I'espace des vecteurs avec R3.

1.4.1 Définition. Soit ', ¥ et W trois vecteurs de 'espace. On appelle déterminant de
ﬁ
U

ces trois vecteurs et on note det(w, ¥, w) la quantité :

)
Aet(T. T, T) =< T TAT > -
Avec U = (s Yus Zu0)s v = (Tyy Yo, 2y) € W= (T, Yuw» Zw) ON &

Ty Ty
Yo Yuw

== xu(yvzw - ywzv) + yu(zvxw - wav) + Zu(xvyw - xwyv)'

Zv  Rw

Yo Yuw

det(T, 7, ) = |2 U

+ Yy + zy

(1.3)

v xw

1.4.2 Proposition. Soit W, U et W trois vecteurs de lespace. Ces vecteurs sont copla-
naires (sont dans un méme plan) si et seulement si leur déterminant est nul.

Soit My, My et Mj trois points de I'espace. On a vu au (1.1) un critére pour savoir
si trois points sont alignés a partir de leurs coordonnées. Si ces trois points ne sont
pas alignés, My, M,, M3 définissent un plan : le seul qui les contienne. On dispose a
présent d'un critere pour savoir si un point P, de coordonnées (z,y, z), appartient a ce
plan (M;MyMs) : c’est le cas si My P, MM, et My M;s sont coplanaires, c’est-a-dire si :
det(My P, My Ms, My Ms) = 0. On a donc :

1.4.3 Proposition. L’équation du plan (MiMsMs3) est :

Z9—RZ1 Z3—2X1
Log—T1 T3—T1

To—T1 X3—T1
Yo2—Y1 Ys—UY1

o Y2—Y1 Ys—41 . . _
(x $1)22_Zl O + (¥ — 1) + (2 —21) 0 (1.4)

ot (z1,Y1,21), (T2, Y2, 220) et (x3,ys,23) sont les coordonnées de My, My et Mz dans le
J

repére (O, 1, 7, k).
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On termine en donnant une interprétation géométrique de la valeur absolue du
déterminant :
@ Fig 5.
|det(w, o, w)| est égal au wvolume du seul pa-
_ rallélépipéde que 'on peut construire en s’appuyant sur

— — —
les vecteurs w, v et W.

Ainsi, conformément a l'intuition, trois vecteurs de l’espace sont coplanaires s’ils en-
gendrent un parallélépipede de volume nul.

2 Fonctions de plusieurs variables

Comme exemple de fonction de plusieurs variables, reprenons celui de la profondeur
d’'un océan, représentée sur une carte marine en fonction des variables longitude et lati-
tude : soit f(z,y) la profondeur de 'océan au point de longitude x et latitude y.

2.1 Dérivées partielles

Si un marin fait route a latitude constante y = yq, le tracé qu’indiquera son sondeur
définit une fonction d’une seule variable z +— f(x,yq). S’il vire a angle droit et fait route
a longitude constante x = xq, le sondeur se met a tracer le graphe d’une nouvelle fonction
d’une seule variable y — f(xq,y).

2.1.1 Définition. Soit f : R? — R une fonction de deux variables, et soit (xg,y) un
point de R%. Si la fonction = +— f(z, o) est dérivable au point x¢, on appelle sa dérivée :
la dérivée partielle de f par rapport a x au point (xg,y), et on la note %(wo,yo), ou
01 f(xo, yo), pour exprimer qu’on dérive f par rapport a la premiére variable.

On calcule cette dérivée en considérant y comme une constante dans 1’expression de
f(z,y) et en dérivant par rapport a la variable x. En échangeant les roles de x et y, on
obtient de la méme maniére la dérivée partielle de f par rapport a y au point (xg,yo),

of

notée a—y(mo, Yo), ou Qo f (0, yo) : on dérive par rapport a la deuziéme variable.

La fonction qui a (zg,yo) associe la valeur %(xo, Yo) se note % ou 0, f. On définit de
la méme maniere la fonction 2_57 ou encore Oy f.
2.1.2 Exemple. (i) Soit f(z,y) = 2% + 22y + zy3.
On trouve que f admet des dérivées partielles sur tout R? et que %(xo,yo) =

3% + 2y2 + v alors que g—i(mo, Yo) = 420Yo + 3ToYp-
(ii) La dérivée partielle par rapport a x de f : (z,y) — In(zy) existe aux points (xo, yo)

>0 <0 :
tels que { st S ou { st <0 et vaut : %(mo,yo) = 1/x¢. On trouve aussi que
of

a_y(xoayo) = 1/yo.

Tout comme pour les fonctions d'une seule variable, on dit qu'une fonction (z,y) —
f(z,y) est continue en un point (xg, yo) si on peut assurer que f(z,y) est aussi proche de
f(zo,yo) qu’on le souhaite, en imposant simplement & (z,y) d’étre suffisamment proche de
(20, Y0). Rappelons que la proximité entre les deux nombres f(x,y) et f(xg,yo) se mesure
par la valeur absolue de leur différence, alors que plus généralement la distance entre les
deux points (z,y) et (zo,yo) correspond a la norme du vecteur les joignant.
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Pour les fonctions de deux variables, la continuité est encore préservée par addition,
produit, quotient et composition de fonctions continues. Aussi : une fonction polynomiale &
deux variables est continue sur R?; une fraction rationnelle & deux variables est continue
sur son domaine de définition; une expression polynomiale ou rationnelle de fonctions
cosinus, sinus, logarithme ou exponentielle faisant intervenir deux variables est continue
sur son domaine de définition.

2.1.3 Définition. Soit [ : R? — R une fonction qui posséde en tout point (¢, yo) ses deux
dérivées particlles 2 5 L (o, 10) et y(xo,yo) Si les deux fonctions % et g—i sont continues

sur R2, on dit que f est de classe C! sur R2.

Dans le cas de fonctions d’une seule variable, on a vu combien il est utile de pouvoir
fractionner le calcul de la dérivée en utilisant des fonctions composées. Voici un cas de
figure un peu plus général, faisant intervenir une fonction de plusieurs variables :

2.1.4 Proposition. Soit z = f(x,y) une fonction de deuzx variables que ’on suppose de
classe C' sur R?. Si x = x(t) et y = y(t) sont deuz fonctions dérivables de la variable t,
alors t — z(t) est une fonction dérivable et on a

) = SO ) + 0.y B

dz_afdx+afdy

ce qu ‘on résume en : oz di dy dt *

2.1.5 Exemple. Soit f(z,y) = In(z® + y*), x(t) = cost et y(t) = sint. Si 2(t) =
fz(t),y(t)), on a:

Z(t) = —sint-2z(t)/(x(t)* + y()*) + cost - dy(t)*/(x(t)? + y(t)*)
= —2sintcost(1 — 2sin®t)/(cos® t + sin t)
= —sin4t/2(cos?t + sin*t) .

En effet 2/(t) = —sint, y/(t) = cos(t), 3 af =2x/(2* + y*) et g—g = 433 /(2 + y*).
En appliquant cette technique, on peut donc fractionner le calcul d’une dérivée partielle
et on trouve :

2.1.6 Proposition. Soit z = f(x,y) une fonction de deuzx variables que l’on suppose de
classe C' sur R?%. Si x = x(s,t) et y = y(s,t) sont deuz fonctions des variables s et t
qui sont de classe C', alors (s,t) v z(s,t) est une fonction de classe C' et ses dérivées
partielles se calculent en écrivant

B 0 0 0 0
8_z(87t> :a—i(m,y)ax(s t>+8_§(x y)ay( 1)
0z _of ox of dy

ot G (80 = GG+ o) g (s,

ot on a écrit (x,y)” au lieu de (x (s t) y(s,t)) pour résumer la formule. Pour résumer

0z  Ofox Ofoy t@z_@f@x of oy
ds Ouds Oyos ot owot oyt
2.1.7 Exemple. Soit f(z,y) = In(z? +y*), x(s,t) = cos(s +t) et y(s,t) = sin(s + 2t). Si
2(s,t) = f(x(s,t),y(s,t)), on a:
F(s,t) = —sin(s+1) 22(s,1)/(a%(s,1) +y(s5,1))
+ cos(s + 2t) - 4y (s t)/( 2(3,15) + (s, 1))
= —2sin(s +t) cos(s + t)/(cos (s +1t) 4+ sin*(s + 2t))
+4 cos(s + 2t) sin®(s + 2t) /(cos?(s + t) + sin*(s + 2t)) .

encore plus, on peut écrire :
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D’autre part

% (s,t) = —sin(s+1t) - 22(s,t)/(2%(s,t) +
+2cos(s + 2t) - 4y3(s,t) / (2%(s, t) + y*(s,t))
= —2sin(s +t) cos(s + t)/(cos?(s + t) + sin*(s + 2t))
+8 cos(s + 2t) sin®(s + 2t) /(cos?(s + t) + sin*(s + 2t)) .

y'(s, 1))

En effet les dérivées partielles de f ont déja été calculées plus haut et 22 (s, ) = — sin(s+t),
9 (s,t) = —sin(s +t), (s, t) = cos(s + 2t) et enfin L (s,t) = 2cos(s + 2t).

2.2 Gradient

2.2.1 Définition. Soit f : R? — R une fonction qui possede au point (zg,yo) ses deux
dérivées part1elles (mo,yo) et f (xo,yo) On appelle gradient de f au point (xg,yo) le
vecteur :

(2

arad s (20, 90) = (2L (20,90), 2L (20, 0))
g o, Yo) = o 0, Y0 7ay 05 Y0

2.2.2 Exemple. Pour f(z,y) = 23 + 2zy* + xy3, le vecteur gradient en (z,y) € R? est
grads(z,y) = (32% + 2y* + °, day + 3zy?)

Pour une fonction de classe C! sur R?, cette notion de vecteur gradient, rassemblant
les deux dérivées partielles, généralise la notion de dérivée d’une fonction d’une seule
variable. Nous allons voir comment le gradient permet de trouver ce qui généralise la
notion de droite tangente et d’obtenir I’approximation affine locale de la fonction.

2.3 Surface représentative et courbes de niveau

Si 'on veut représenter graphiquement une fonction de deux variables, il est naturel de
s’inspirer de ce que I'on sait faire pour les fonctions d’une seule variable : les deux variables
sont représentées comme les coordonnées d’un point du plan, et on introduit une nouvelle
dimension pour représenter la valeur de la fonction au dessus du point “variable”. Ainsi :
on représente graphiquement les valeurs d’une fonction de deux variables f par I’ensemble
des points M (m, Y, z) de I'espace a trois dimensions dont la troisieme coordonnée vérifie :

On voit donc que la “courbe représentative” dune fonction d’une seule variable se
généralise, quand il y a deux variables, a une surface représentative. Par exemple, si la
terre était plate, le fond de la mer serait une représentation graphique de la fonction “pro-
fondeur de la mer” dont nous avons parlé. Un autre exemple de surface représentative :
la carte en relief de 'IGN de la chaine des Puys représentant la fonction qui a un point
géographique associe son altitude.



2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 53

Z:f(xay) )

la courbe d’équations
r = Xy

la surface d’équation z = f(z,vy).

T

On voit que cette maniere de représenter une fonction n’est pas tres pratique : le dessin
sur une feuille ne peut que suggérer la forme de la surface représentative. Pour cette raison,
on a recours a une autre technique. Par exemple, un cartographe sait donner sur une feuille
de papier une idée de la forme du fond de la mer, ou de celle d’'une montagne. Pour cela,
il dessine des lignes de niveau sur une carte (et il ajoute des couleurs).

2.3.1 Définition. Soit f : R? — R une fonction et a un réel. L’ensemble

L, ={(z,y) €R?*| f(z,y) = a}

s’appelle la ligne de niveau a de la fonction f.

A VRS

AN N (77

=

-
-

N

lignes de mniveau de lignes de niveau de lignes de niveau de
(z,y) — 2% +y* (z,y) =y +a? (z,y) — zy

N

Généralement on choisit un écart d’altitude Az constant entre deux courbes de niveau
consécutives. Cette représentation permet de connaitre les variations de la fonction, avec
une précision de Az.

2.3.2 Remarque. (i) Sia # b, les lignes de niveau L, et L, n’ont pas de point commun.
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(ii) Chaque point du domaine de définition de f est sur une ligne de niveau de f.

Voyons a présent le lien entre le gradient et ces deux manieres de représenter une
fonction.

2.3.3 Définition. Soit f une fonction de classe C* sur R?, et (zg, o) un point de R? tel

—
que grad(zo, yo) # 0. Un point (x,vy,z) de R® appartient au plan tangent a la surface
représentative de f au dessus de (xg, o) s'il vérifie I’équation :

P:z= f(iEo,yo) + g—i(xmyo)(if - 930) + g—i(ifo,yo)(y - yo)- (2-1)

2.3.4 Remarque. (i) En utilisant les notations My = (o, yo, f(zo,v%0)) et M =
(7,7, 2) dans R?, on peut résumer cette équation par : M appartient au plan P si

et seulement si MyM est orthogonal au vecteur (%(xo, Yo), g—g(mo, Yo), —1).

(ii) Une autre maniere (encore plus résumée) de retenir cette équation est de s’inspirer
de I’équation de la tangente pour les fonctions d’une variable :

P:z= f(Xo) + (grad(X,), XoX) .

olt la variable z € R est remplacé par le point variable X = (z,y) € R?, le point au
dessus duquel on cherche la tangente, xy € R, est remplacé par Xo = (z9, 1) € R?

—
et grads(Xy) remplace la dérivée f(xo).

Ce plan tangent P possede la propriété suivante : si une courbe tracée sur la surface
représentative de f passe par (xo, Yo, f (xo,yo)), sa tangente, si elle existe, est une droite
du plan P.

z:f(m,y)

et sa tangente.
Tr = Xy

la courbe d’équations {

le plan tangent P

Zo
le point Yo
f (o, v0)

)

la courbe d’équations { == et sa tangente.

Y=1Yo

la surface d’équation z = f(z,y).

C’est le plan qui réalise la meilleure approximation de la surface représentative au voisi-

nage de (2o, yo)-
Ces propriétés sont la conséquence de la proposition suivante :



2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 55

2.3.5 Proposition. Soit f une fonction de classe C* sur R?, et Xo = (wg,y0) un point
de R%. Pour tout X = (z,y), on a :

1) = 10, 0) + G0, 30) 0 = a0) + G0, 0) 0 = ) + oV T = 20 (5= 0P
(2.2)

En résumé :
F(X) = f(Xo) + (grad;(Xo), XoX) + o(| XoX )

L’équation (2.2) montre que quand f est de classe C'!, on peut en faire localement 'ap-
proximation par un polynome de degré 1 en x et y, c’est-a-dire : faire une approximation
affine de f au voisinage de Xy = (¢, yo)-

Connaitre le gradient permet donc de savoir a quoi ressemble, localement, la surface
représentative de la fonction.

Regardons a présent le cas de la représentation par lignes de niveau. Si le gradient
en (xg,%0) est non nul, on peut montrer que la ligne de niveau passant par (zg,yo)
possede une tangente, qui s’obtient en faisant I'intersection du plan horizontal qui contient
M, (xo, Yo, f(XO)) avec le plan tangent en M.

—
La tangente a la ligne de niveau f(x,y) = f(xo,yo) est orthogonale a grads(xo, yo).
En utilisant aussi (2.2), on trouve que

2.3.6 Proposition. Soit f une fonction de classe C* sur R?, et X, (xo,yo) un point de
R? tel que grad (X)) # 0. Alors la ligne de niveau de f qui passe par X,y a sa tangente

perpendiculaire au vecteur grad(Xo). De plus ce vecteur gradient pointe dans la direction

AN
W

X

gradient et lignes de ni- gradient et lignes de ni- gradient et lignes de ni-
veau de (z,y) — 22 +y> veau de (z,y) — y + z* veau de (z,y) — zy
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Chapitre IV

Primitives et Equations
Différentielles

Une équation différentielle est une équation qui met en relation une fonction incon-
nue avec une ou plusieurs de ses dérivées.

Ce type d’équation est omniprésent des que l'on veut modéliser un phénomene dans
le temps. Dans ce chapitre nous allons en voir quelques exemples.

Sauf indication contraire, y désignera la fonction inconnue. Elle sera -par défaut- définie
sur un intervalle noté I.

1 Primitives

1.1 Généralités

Le type le plus élémentaire d’équations différentielles est celui-ci :

y=1rf (1.1)

ou f est une fonction donnée. Une telle équation a une solution des que f est continue.
Les solutions de (1.1) sont alors appelées les primitives de f.
Enongons quelques propriétés des primitives :

1.1.1 Proposition. (i) Si F' et G sont deux primitives de f alors F'— G est constante
sur 'intervalle I. De facon équivalente : les primitives de f sont les fonctions de la
forme F + c ou F est une primitive fizée et ¢ une constante.

(ii) Si F' est une primitive de f et G une primitive de g alors F'+ G est une primitive
de f 4 g et A\F' est une primitive de \f pour toute constante .

1.1.2 Exemple. Les primitives de la fonction z — 72* + 2223 sont les fonctions x
%x5+1—21x4—|—c, ceR.
La propriété (i) ci-dessus a pour conséquence :

1.1.3 Proposition. Soit a € I et | € R. Il existe une unique solution de (1.1) qui prend
la valeur 1 en a.

Dans la pratique, on trouve les primitives de f en reconnaissant en f la dérivée d’une
fonction usuelle (a I’aide du tableau 1.3 par exemple) ou plus généralement en utilisant de
facon inversée les regles de dérivation. C’est ce que nous allons développer dans les deux
prochains paragraphes.

57
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1.1.4 Notations. On utilise quelquefois la notation intégrale pour désigner une primitive
arbitraire :

y(x) = /f(x)dx signifie que pour tout z € I, y'(z) = f(x) (1.2)

1.2 Primitives de quelques fonctions usuelles

En se référant au chapitre sur la dérivation :

() y(z) tel que y'(z) = f()
z* (a # —1) §j1+c
é In(|z]) + ¢
e* e’ +c (1.3)
sin(z) —cos(z) + ¢
cos(x) sin(z) + ¢
L _ 1 + tan®(z) tan(x) + ¢
cos?(z)

1.2.1 Exemples. (i) f(z) = /z. Comme /& = 2'/2, on obtient :

141

x2 2

y'(x) = /x sietseulement si  y(z) = T +c= gx% +¢, ceR.
2

(i) f(z) = 5 +4sinz. Grace a la lindarité (cf. (ii) de la page précédente) et au tableau :

1 1
y'(z) = o +4sinx  siet seulement si y(x) = 5 In(|z|) —4cosx +¢,c € R.
x

1.3 Reconnaissance de la dérivée d’une fonction composée

La fonction f(z) = 2w cos(x?) n’apparait pas dans le tableau (1.3), pourtant on y
trouve une fonction treés voisine : cos, dont les primitives sont les fonctions = — sin(z) +c.
Soyons plus précis : on a f(x) = 2z cos(u(z)) ott la fonction u(z) est donnée par u(z) = x2.

Remarquons que 2z = u/(x), donc :

f(z) = u/(z)sin’ (u(z))
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Ainsi, on reconnait dans ’expression de f la dérivée d’une fonction composée, en effet si :

y(x) = sin (u(x))
alors
y'(z) = u'(z) sin’ (u(z))
par la formule bien connue de dérivation d’une fonction composée.
Conclusion : les primitives de 2z cos(z?) sont les fonctions y(z) = sin(z?) + c.

Il est donc indispensable de connaitre les primitives des fonctions usuelles

et de se souvenir de la formule de la dérivée d'une fonction composée :
d
—|9(u@) | = v (@)g (u(x)

On peut retenir ce qui précede a l'aide de la notation intégrale pour les primitives
(1.2) et de la notation différentielle, sous la forme :

@1 @)= [ s (1.4)

sans oublier de substituer u par u(z) a la fin des calculs.

1.3.1 Exemples. (i) f(z) =2v2x+1. Ona f(z) = v (2)¢ (u(z)) avec u(z) =2x+1
et ¢'(x) = /x. D’ou :

y'(x) = f(x) sietseulement si  y(x) = %(Zx + 1)% + c.
(i) f(z) = ze”’. Ona f(2) = 3u/(x)g'(u()) avee u(x) = 2* et '(z) = . Dot
y'(x) = f(x) sietseulement si  y(x) = %emz Yo

(iii) f(z) = =55 Ona f(x) = %.Z((;C)) = Lu/(z)g' (u(z)) avec u(z) =22 + 1 et ¢'(x) = 1.
D’ou :

1
y'(x) = f(x) siet seulement si  y(z) = 5 In(z? +1) +c.

1.4 Primitivation par parties

Supposons que la fonction f dont on cherche les primitives se présente sous la forme
f(z) = v (x)v(zx). La regle de dérivation d'un produit de fonctions donne :

(w)'(z) = v (z)v(z) + u(x)v'(x) = f(z) + g(z)

donc f(z) = (uv)'(z) —g(zx) et si w(z) désigne une primitive de g, alors les primitives de f
sont les fonctions : x — (uv)(x) —w(z)+c¢, ¢ € R. Cette technique, appelée primitivation
par parties, peut se mémoriser ainsi :

/u'(x)v(m)dm = (uv)(x) — /u(a:)v’(x)da:. (1.5)
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1.4.1 Exemples. Déterminons les primitives de f dans les cas suivants :
(i) f(x) = xe®. Posons u'(x) = €® et v(z) = x. Alors v'(x) =1 et u(x) = e®. Il vient :
y'(r) = ze®  siet seulement si y(r) = ze® — /ezda: =(x—1)e"+c¢
(ii) f(z) = xsinz. Choisissons v'(z) = sinz, v(z) = z. Il vient :
y'(r) =xsinz  siet seulement si  y(z) = z(— cos x)—/(— cos x)dr = —x cos x+sin 4+,

(ili) f(z) = Inz. On constate que f(z) = v'(z)v(x) avec v'(z) =1 et v(z) = Inz. Clest
intéressant car la fonction u(z)v’(z) = - L =1 est facile & primitiver... :

y'(r) =Inx sietseulement si  y(zr)=zlnzr—z+c

(iv) f(x) = e"sinz. Posons u/(z) = e* et v(z) = sinx. Apres la premiére primitivation
par parties, on a :

(1) /ex sinzdr = e*sinx — /ex cos xdx.
Recommengons une primitivation par parties avec u'(z) = e” et v(x) = cos z. Alors :

(2) /ex cos xdr = €® cosx — /ex(— sinz)dr = €® cosx + /ex sin zdz.
En substituant dans (1) le calcul de / e” cos xdx fait dans (2) on obtient :

/ex sinzdr = e*sinx — e” cosx — /er sin zdzx,

dont on déduit le résultat :
6CC
y'(xr) =e"sinz  siet seulement si  y(x) = g(sinx —cosz) + ¢

1.4.2 Remarque. Les exemples (i) et (ii) peuvent se systématiser au cas ou la fonction a
primitiver est du type p(z)g(x) avec p un polynéme de degré d et g(x) une fonction que l'on
sait primitiver (au moins) d fois : on obtient les primitives de p(x)g(z) apres d primitivations
par parties successives ou on choisit toujours de dériver la partie polynomiale. Exemples :

y(z) = /(gc2 + x4+ 2)e"dx

(22 + 2+ 2)e” —/(2x+ De®dr (v =e®, v=21a>+2+2)

= (@4 z+2)e” — ((2;10 +1)e” — /2e$dx) (W =€, v=2x+1)

= (@ +r+2)e”—2r+1)e"+2"+c= (2> —2+3)e" +¢, cER.

y(z) = /(x2 — 2z + 2) cos zdx

(x2—2x+2)sinm—/(23:—2)sinmdm (v =cosx, v=21a%—2x+2)

= (22 =22 +2)sinz — ((2;10 —2)(—cosz) — /2(— cosac)dx) (v =sinz, v =21 —2)

(z% — 22+ 2)sinz + (22 — 2) cosx — 2sinz + ¢ = (22 — 22)sinz + (22 — 2) cosx + ¢, c € R.
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2 Equations Différentielles Linéaires du Premier
Ordre

Une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants est une
équation de la forme :

y'(z) +ay(z) = f(z) (2.1)

ol a est une constante et f une fonction continue donnée.

2.0.3 Définition. L’équation homogéne associée a (2.1) est 'équation différentielle :

y'(z) + ay(z) =0 (2.2)

La fonction f dans I’équation (2.1) est appelée second membre.

2.1 Principe de résolution

Il repose sur le principe de superposition :

2.1.1 Proposition. (Principe de superposition)

Siyy est solution de l’équation y'(x)+ay(x) = fi(x) et yo est solution de l’équation y'(x)+
ay(x) = fo(x) alors c.yy + d.ys est solution de I'équation y'(x) + ay(x) = c.fi(x) + d. fo(z)
pour tous nombres réels c, d.

Ainsi, si y, et y, sont solutions de y’ + ay = f alors y, — y, est solution de I’équation
homogene associée y’ 4+ ay = 0, autrement dit y, = y, + y ol y est solution de I’équation
homogene associée. On en déduit la stratégie suivante pour résoudre, en trois étapes,
I'équation (2.1) :

Etape 1 : Recherche des solutions de ’équation homogene associée.
Etape 2 : Recherche d'une solution de I’équation complete.

Etape 3 : Ecriture de la forme générale des solutions de I’équation complete.

2.2 Etape 1 : Résolution de I’équation homogene

Soit y une fonction ne s’annulant jamais sur I (en particulier soit y(x) > 0 pour tout
x € I, soit y(x) < 0 pour tout x € I). Alors :

y' +ay=0 équivaut a : Y_ .

Y
équivaut a : In(ly|) = —az+b; beR

P R _ b
équivaut & : |yl =e 7 beR
équivaut a : |y| =ce " ; c € R}

équivaut a : y=ce “; ce R”

Bien str, il faut aussi rechercher des solutions parmi les fonctions qui s’annulent sur 1.
En fait :
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2.2.1 Lemme. Siy' +ay =0 et si il existe xg € I tel que y(zo) = 0, alors y(x) = 0 pour
tout x € I.

Pour le prouver, on montre que pour toute solution y(x), la fonction y(z)e™ est
constante (sa dérivée est nulle).
Donc la seule solution oubliée était la solution évidente y = 0. Finalement :
2.2.2 Proposition. La forme générale des solutions de (2.2) est :
y(r) = ce ™ (2.5)

o ¢ est une constante réelle quelconque.
2.2.3 Exemple. Résolvons I’équation homogene associée a I'équation :
y'(x)+3y(x) =2 +1

(Ici, I = R). Cette équation homogene est y'(x) + 3y(z) = 0. Ses solutions sont, d’apres
la proposition 2.5 :

3

y(z) = ce >" ou ¢ est une constante réelle arbitraire.

2.3 Etape 2 : recherche d’une solution de ’équation compléete

Pour cela, on utilise la méthode de la variation de la constante :

On peut rechercher une solution particuliere de 3’ + ay = f sous
la forme :

Yp(z) = c(x)e™ (2.6)

Puis on écrit :

y, satisfait (2.1) (2.7)

si et seulement si :

si et seulement si : ¢
si et seulement si : ¢
c

si et seulement si :

On pourra retenir :

—ax

2.3.1 Proposition. La fonction y,(x) = c(z)e™* est solution de (2.1) si et seulement si

c(x) est une primitive de f(x)e®®.

2.3.2 Exemple. Reprenons l'exemple précédent : y'(x) + 3y(x) = z + 1. Les solutions
de I’équation homogene sont y(x) = ce™*, ¢ une constante arbitraire. La méthode de
variation de la constante nous propose de chercher une solution de I’équation complete sous
la forme y,(z) = c(x)e™* ol ¢(x) est une fonction a déterminer. Appliquons 1’équation
différentielle a notre fonction candidate y,, :

yp() = c(x)e ™ vérifie y' (x) + 3y(x) = = + 1 signifie que :
pour tout z € I, (c(x)e_?’x)/ +3c(x)e™ = + 1,
cest-a-dire : pour tout z € I, ¢ (x)e™ — 3c(x)e ™ + 3c(z)e™ = +1,
ou encore : pour tout x € I, (x)e™ ¥ =z +1

()

ou encore : pour tout x € I, ()= (x + 1)63:0
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On pouvait aussi utiliser la proposition 2.3.1 pour éviter le calcul.
Il reste le calcul des primitives de la fonction (z + 1)e3*. Cela se fait ici & l'aide d’une
primitivation par parties :

1 1
/(a: +1)e¥dr = ie?’z — —/e?“dx

3 3
r+1
= %6390 — §€3I + k, ou k est une constante arbitraire

On cherche juste une solution donc fixons k = 0, ce qui donne ¢(z) = (£ + 2)e**, donc la
fonction

est une solution de y'(z) + 3y(z) = = + 1.

2.4 Etape 3 : Ecriture de la forme générale des solutions

En vertu du principe de superposition 2.1.1, si y,, y, sont solutions de vy’ + ay = f,
alors y, — y, est solution de I'équation homogene associée : ainsi, y, est la somme de
yp et d'une solution de I’équation homogene. Réciproquement, pour toute solution y de
I’équation homogene, la fonction y, + y est solution de y' 4+ ay = f. Autrement dit, toute
solution de y' 4+ ay = f est la somme d’une solution particuliere y, et d’une solution de
I’équation homogene.

2.4.1 Proposition. Si y, désigne une solution donnée de (2.1) alors la forme générale
des solutions de (2.1) est :

ax

y(x) = yp(w) + ce”

ou ¢ est une constante réelle arbitraire.

2.4.2 Exemple. Continuons le méme exemple. On sait déja que les solutions de I’équation
homogene ' + 3y = 0 sont : y(z) = ce™*, ¢ € R, et que la fonction £ 4 2 est solution de
y' 4+ 3y =z + 1. Donc la forme générale des solutions de cette équation est :

x
y(x) = 3 + 9 4 ce”? oll ¢ est une constante réelle arbitraire

2.5 Conditions initiales

Les solutions de (2.1) dépendent d’une constante ¢ arbitraire, c’est-a-dire qu'’il y a
autant de solutions que de choix possibles pour ¢ parmi les nombres réels. Cette constante
est fixée des qu'une condition initiale est imposée. Plus précisément :

2.5.1 Proposition. Soit xq € I et mg € R. Il existe une et une seule fonction y solution
de y' +ay = f et satisfaisant la condition initiale y(xo) = myg.

2.5.2 Exemple. Toujours pour le méme exemple. On ajoute la condition initiale y(0) =
11

o

Soit y(r) = % + % + ce~3* une solution de I’équation. Alors y satisfait la condition initiale

si et seulement si %1 =0+ % + ce®, cest-a-dire si et seulement si ¢ = 1. Donc 'unique

. _ . . “) . o . _ 11 . .

solution de y'(x)+3y(z) = x+1 satisfaisant la condition initiale y(0) = <+ est la fonction :
x 2 _ap

y(x):§—i—§+e
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2.6 En résumé

° Etape 1: On écrit les solutions de 1’équation homogene grace a la proposition
(2.2.2) :

y(r) = ce”™ ou c est une constante réelle arbitraire

ou on retrouve ce résultat en refaisant le calcul (2.8).

e Etape 2 : On applique la méthode de variation de la constante pour déterminer une
solution de I’équation complete. La méthode consiste a chercher une solution sous
la forme y,(z) = c(x)e™*. On peut utiliser le résultat (2.3.1) :

Yp(x) = c(z)e”* est solution si et seulement si ¢'(x) = f(z)e™

ou le retrouver en faisant le calcul (2.7).
e Etape 3 : On utilise la proposition 2.4.1 et les informations précédentes pour écrire
la forme générale des solutions de I’équation différentielle :

Les solutions de I’équation y'(z) + ay(x) = f(x) sont les fonctions :
y(z) = yp(z) + ce™*® ol ¢ est une constante réelle.

e Si une condition initiale est présente, on déterminera la constante ¢ pour que la
solution y(z) = y,(z) + ce™* satisfasse cette condition.

2.6.1 Remarque. Pour résoudre y' + ay = f, on peut aussi trouver un raccourci qui
évite les étapes décrites précédemment. En effet, en multipliant ’équation différentielle
par e®*, le probleme est ramené a un calcul de primitives :

y'(x) +ay(z) = f(z) équivaut a: ey (x) + ae®y(x) = ™ f(x)
équivaut a : (e“xy(x)), = e f(x)

équivaut a : e™y(x) = /e‘”f(x)dx =g(z)+c ceR

équivaut a : y(z) = g(z)e ™ +ce ™ ; ceR (2.8)

2.7 Approfondissement

On a traité le cas des équations différentielles 3’ + ay = f ou a est un nombre réel. Le cas
ol a est une fonction continue (sur le méme intervalle I) se traite de fagon identique et les
solutions de ’équation homogene associée sont :
y(z) = ce” 4

ou A’(x) = a(x) et ¢ est une constante réelle arbitraire. On détermine ensuite une solution
de I’équation complete avec la méthode de variation de la constante, c’est-a-dire, on cherche
une solution particuliere de I’équation compléte sous la forme y,(z) = c(z)e~4®). Enfin, on
écrit la forme générale des solutions, qui résulte encore une fois de ’application du principe
de superposition (cf. 2.4.1).

3 Equations Différentielles Linéaires Homogenes du
Second Ordre

Considérons maintenant une équation linéaire homogéne du second ordre :

ay”(x) + by’ (z) + cy(x) =0 (3.1)
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ol a, b, ¢ sont des nombres réels et ou on impose a # 0.

3.1 Résolution

3.1.1 Définition. L’équation caractéristique de I’équation (3.1) est I’équation du second
degré :
ar’ +br +c=0 (3.2)

La forme des solutions de (3.1) va dépendre des solutions de ’équation caractéristique.
Rappelons que pour déterminer les solutions d’une équation du second degré telle que
(3.2), on calcule son discriminant :

A = b — dac

— Si le discriminant est strictement positif (A > 0) alors les solutions de (3.2) sont
réelles et distinctes (on parle de racines réelles simples), données par :

_ —b+VA _—b—VA

S9 =

o1 2a 2a

— Si le discriminant est nul (A = 0) alors (3.2) a une seule solution, réelle (on parle
de racine double), donnée par :
—b

T 2

— Si le discriminant est strictement négatif (A < 0) alors I’équation (3.2) a deux
solutions distinctes qui sont des nombres complexes conjugués donnés par :

—b  V-A -b  V-A

Sg=— —1

:%+Z 2a 2 2a 2a

S

51

Pour le lecteur non familier des nombres complexes, on retiendra juste la définition
VIA|
. . . A 20/ . .
serviront dans la suite (on a bien sir s; = v + iw et s5 = 7 — iw).
En gardant les notations ci-dessus :

des nombres (réels) : v = % et w= associés au cas A < 0 : ce sont eux qui
a

3.1.2 Proposition. La forme générale des solutions de (3.1) est :
y(x) = Ay (x) + pyo(z), ot A, sont des constantes réelles arbitraires

avec

y1(x) = e et yo(x) = %2* st A >0

y1(x) = e et yo(x) = xe™® siA=0

y1(z) = cos(wx)e™™ et yo(z) = sin(wz)e?™ | si A <0




66

CHAPITRE 1V. PRIMITIVES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES



Chapitre V

Intégrales

Quand on veut calculer :

— le travail effectué par une force sur un chemin donné,

— la vitesse d’un objet en chute libre au bout d’un temps donné,

— la hausse des prix sur une période de temps pour laquelle on connait le taux d’in-

flation,

— et bien d’autres choses encore...
on a recours a un calcul d’intégrales. Nous allons donner une définition tres intuitive de
I'intégrale d’une fonction continue, puis énoncerons ses principales propriétés utiles pour
les calculs.

1 Définition de ’intégrale

1.0.3 Définition. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] (a < b). L’intégrale
de f entre a et b est 'aire algébrique délimitée par le graphe de f, ’axe des abscisses, les

b
droites = a et = b. Elle est notée /f(x)dx.

Y

i A= /abf(a:)daj

Par algébrique, on signifie que les portions du graphe de f au dessus de I’axe des abscisses
ont une contribution positive et celles au dessous une contribution négative :

Y

67
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b
1.0.4 Définition. On définit /f(x)da: lorsque b < a par :

a

1.0.5 Exercice.

2 Le théoréme fondamental du calcul intégral

2.0.6 Théoréme. (Théoreme fondamental du calcul intégral ). Soit f une fonction conti-
nue sur [a,b] et F' une primitive quelconque de f. Alors :

/ F(t)dt = F(b) — F(a)

2.0.7 Remarque. Puisque deux primitives F,G de f different d’une constante, on a
G(b) — G(a) = F(b) — F(a) et il est clair que la formule dans le théoreme ne dépend
pas du choix de F. En fait, cette formule pourrait étre prise comme une définition de
I'intégrale.

2.0.8 Remarque. On a pour toute fonction g continiiment dérivable sur [a, b] :

Le théoreme fondamental du calcul intégral (TFCI) nous fournit un outil de calcul
pour les intégrales :

Pour calculer l’intégrale de f entre a et b, il suffit de déterminer une primitive
de f sur cet intervalle et d’appliquer la formule du TFCI.

Réciproquement, le TFCI permet d’exprimer les primitives de f a ’aide d’intégrales :

2.0.9 Corollaire. La fonction x — / f(t)dt est la primitive de [ qui s’annule en x = a.

2.0.10 Exemple. Si g(z) = /x f(t)dt alors ¢'(x) = 2z f(2?) — f(x).
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3 Les principales propriétés de l’intégrale
Les vérifications de ce qui suit sont laissées en exercice d’approfondissement.

3.0.11 Proposition.
1) Linéarité de l'intégrale :

/a?f(t) +g(t))dt = /abf(t)dt + /abg(t)dt
/abcf(t)dt = C/abf(t)dt ceR

2) Relation de Chasles :

A;@m:l}@m+l?@m

3) Croissance de l'intégrale :

b b
Sia<betsif(x)<g(x) pour tout x € [a,b], alors /f(t)dt < /g(t)dt

b
3.0.12 Corollaire. (i) Si f est positive et a < b alors /f(t)dt > 0.

(ii) Si|f| désigne la fonction valeur absolue de f et sia < b alors :

/ bf(t)dt‘ < [Ista

(iii) Si f est encadrée par deux constantes m, M, c’est-a-dire si pour tout v € I on a :

m < f(x) < M alors :
m(b— a) /f M —a).

b

1

(iv) Il existe c €la, b| tel que : / f(t)dt = b—f(c) (Théoreme de la valeur moyenne)
u —a

3.0.13 Remarque. On a aussi :

— Si f est paire alors/f dt—2/f

— Si f est impaire alors / f(t)dt = 0.

a+nT T
— Si f est périodique de période T et n € Z alors / f)dt = n/ f(t)dt

a
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4 Deux autres techniques de calcul

Le TFCI permet de disposer des techniques vues pour le calcul des primitives.

4.1 Intégration par parties

4.1.1 Proposition. Si f et g sont continument dérivables sur I alors :

/ F1(t)g(t)dt = {f(t)g(t)}z— / F(t)g'(D)dt. | (Intégration par parties)

Ot par convention : [f(t)g(t)]z = f(b)g(b) — f(a)g(a).

1

4.1.2 Exemples. (i) Calculons / xe®dzx. On effectue la méme intégration par parties
0
que précédemment :

1 1 1 1 1
/xezdx = [ZEGI} - / e*dx = [a:ex] - [ez] =e—e+1=1.
0 0 0 0 0

™

(ii) Calculons / xsinxdr en intégrant par parties :
0

/OW:E sin xdx = [x(—COSLE)]ﬂ — /OW(— cosz)dr = [QE cos x}o + [sinxr =T.

0 s 0

e

(iii) Calculons / In xdx en intégrant par parties :
1

/lnxdx: [xlnxr—/x-ldx: [xlnx]e— [ajrze—e—i-lzl.
1 1 1 T 1 1

4.2 Changements de variables

4.2.1 Théoreme. Soit ¢ continument dérivable sur un intervalle J et f continue sur
o(J). Alors :

(Formule de changement

) b
f(x)d:l::/f(gp(t))go'(t)dt de variables pour les
a intégrales)

w(b

w(a)

4.2.2 Remarque. On a “posé” = = ¢(t) ce qui “entraine” dx = ¢'(t)dt et modifie les
bornes x = ¢(a) par t = a et z = p(b) par t = b.

4.2.3 Exemples.
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(i) Si f est continue et paire alors sa primitive F' s’annulant en 0 est impaire. En effet

F(z) = / f(t)dt et en posant t = —u :
0

Fa)= [ 1w (-dw) = [ fcudu=— [ faiu=-F(-o)

De méme, si f est impaire, ses primitives sont paires.

(ii) Calculons l'aire A du disque de centre O et de rayon r dans le plan euclidien.
En munissant le plan d’un repere orthonormé de centre O et en appelant = et y
les coordonnées associées aux axes, des considérations élémentaires montrent que

1 T
EA = / V2 — 22dx.
0

Posons = = rsint, t € [0,7/2].
Alors :

r w/2
/ Vr2 —x?dr = / (rcost).(r cos tdt)
0 0

/2
= = 7’2/ cos? tdt
0

w/2 1 1
r = 7’2/0 (5"‘5008215)(%

_ o[sin(21) zrﬂ mr?
= 5+

0 4

On retrouve la formule : A = 772,

1

1

(iii) Calculons / 1 dz. Proposons x = tant : en effet, cela donne
0

+ z2

dx

dr = (1 + tan®t)dt = (1 + 2?)dt, dot: dt = T

Comme tan0 = 0 et tan(w/4) = 1, il vient :

1 1 w/4 /4
/ _dz :/ dt=[t] =
0 1+ 0 0

5 Quelques applications de ’intégration

NE

5.1 Longueur d’une courbe

Quelle est la longueur D de la trajectoire dans le plan décrite par un véhicule de
coordonnées M (z(t),y(t)) entre t =a et t =07

Considérons le vecteur vitesse V(t) = (2'(t),y'(t)) associé. I donne la direction de la
tangente a la trajectoire et la vitesse instantanée du véhicule. Sa norme est :
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On peut montrer que :

5.1.1 Exercice. 1) Calculer D pour M (t) = (t,2t>?), a =0, b = 1.
2) Calculer D pour M(t) = (t,t?), a = 0,b = 1. On pourra utiliser le changement de

variables 2t = €=¢— (Réponse : D = (2v/5 + In(2 + v/5)) /4).

5.2 Calculs de surface
Nous avons calculé I'aire d'un disque de rayon r. Plus généralement, si une région R
du plan peut étre caractérisée comme ’ensemble des points de coordonnées (z,y) tels que

a<r<b et f(r) <y<g(o),

alors I'aire A est donnée par : A =

5.2.1 Exercice. Aire de la région intérieure a lellipse d’équation (z/a)* + (y/b)* = 1.
5.3 Calculs de volumes
Considérons un solide dans 'espace et fixons un axe (Ox). Supposons que les coupes

du solide orthogonales a 1’axe Oz ont une aire A(z) continue en z, x variant entre deux
valeurs finies a et b. Le volume V' du solide est donné par :

vzlumm.

5.3.1 Exercice. Calculer le volume de cette pyramide de base carrée.

AN

—

0
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5.3.2 Exemple. Un solide est dit de révolution s’il est obtenu par rotation du graphe
d’une fonction = — f(z) autour de 'axe (Ox). Le graphe de la fonction étant initialement
tracé dans un plan (Oxy). Les sections du solides (orthogonales a I'axe Ox) sont des
disques de rayon |f(x)|. Par conséquent :

vzwly@ﬂm

5.3.3 Exercice. Calculer le volume d’une boule de rayon 1.



